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摘 要

薄弹性层的变形问题广泛存在于各领域，从轨道交通、柔性电子器件、微机

电系统到生物医疗等，尺寸从宏观到微观。探索复杂载荷下，薄弹性层的力学响

应，对解决上述科学、工程问题具有重要的理论指导意义。本文以横观各向同性

薄弹性层结构为研究对象开展研究，建立相应的力学模型，揭示其变形机理。沿

着这一思路，本文取得以下创新性成果：

1）探讨了由刚性基底支撑的薄横观各向同性弹性层上粘结的弹性板的压痕响应。

利用积分变换方法，在 Hankel空间中推导了有限厚度横观各向同性弹性层的线

性法向力–位移关系。虽然该方法限制了问题为轴对称情况，但我们能给出半空

间与可压缩薄层的 Hankel 空间 Green 函数，在将材料常数取为各向同性时，这

些结果可退化为经典的各向同性半空间和各向同性薄弹性层的 Green函数。进一

步推导了弹性板-横观各向同性弹性层体系在小半径压头与大半径压头两种极限

情况下的压痕力–位移关系，给出了压头尺寸对压头刚度的影响，并讨论了解的

适用性。

2）建立了统一描述可压缩、不可压缩薄弹性层变形问题的理论模型。采用摄动

法，针对横观各向同性薄弹性层建立约化变形理论。该约化变形理论能准确刻画

薄弹性层从可压缩到不可压缩变形的转变过程。

3）研究了刚性球与薄弹性基底之间的无摩擦接触、黏附问题。前一部分的理论

结果很大程度上简化了该问题的求解过程。在拉脱过程，考虑黏附作用的影响，

将此过程中临界接触区假设为裂纹尖端，裂纹扩展所需能量通过 J积分得到，详

细讨论了采用不同边界条件求解对最大拉脱力的影响。

关键词：薄弹性层，横观各向同性，黏附，J积分
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ABSTRACT

The deformation of thin elastic layers is widely encountered in various fields,
ranging from rail transportation, flexible electronic devices, micro-electromechanical
systems (MEMS), to biomedicine, with dimensions spanning from macro to micro
scales. Investigating the mechanical response of thin elastic layers under complex
loading conditions holds significant theoretical and practical implications for solving
these scientific and engineering problems. This study focuses on the deformation
behavior of transversely isotropic thin elastic layers, developing corresponding
mechanical models to reveal their deformation mechanisms. Following this approach,
the study achieves the following innovative results:

The indentation response of an elastic plate bonded to a thin transversely
isotropic elastic layer supported by a rigid substrate is investigated. By utilizing the
method of integral transforms, a linear normal force–displacement relationship for a
finite-thickness transversely isotropic elastic layer is derived in Hankel space.
Although this method limits the problem to axisymmetric cases, we discuss the
Hankel space Green’s function for both half-spaces and compressible thin layers. It is
shown that, when the material constants are isotropic, these results degenerate into the
classic Green’s function for isotropic half-spaces and isotropic thin elastic layers.
Furthermore, the indentation force–displacement relationship for the elastic
plate–transversely isotropic elastic layer system is derived under the limits of small
and large radius indenters. The effect of indenter size on the indenter stiffness is
examined, and the applicability of the derived solution is discussed.

A unified theoretical model is established to describe the deformation behavior
of both compressible and incompressible thin elastic layers. A perturbation method is
applied to establish a reduced deformation theory for transversely isotropic thin
elastic layers. This reduced deformation theory accurately captures the transition
process of thin elastic layers from compressible to incompressible deformation.

The frictionless contact and adhesion problem between a rigid sphere and a thin
elastic substrate are studied. The theoretical results from the previous section
significantly simplify the solution process for this problem. During the pull off
process, the effect of adhesion is considered, and the critical contact zone is assumed
to behave like a crack tip. The energy required for crack propagation is obtained using
the J-integral, and a detailed discussion is provided on the influence of different
boundary conditions on the pull off force.

Keywords: Thin elastic layer, transversely isotropic, adhesion, J-integral
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第 1章 绪论

1.1 研究背景和意义

在固体力学与结构工程的发展历史中，许多简化的力学模型在理论探索和工

程应用中都发挥了不可替代的作用。其中，Winkler于 1867年提出的弹性地基梁

模型无疑是最具影响力的经典模型之一[1]。在提出之初，Winkler 模型主要应用

于土木工程领域，尤其是在铁路工程、桥梁工程和管道支撑等问题中。随着 20 世

纪结构力学的发展，Pasternak、Hetényi 等学者对其进行了推广和系统化，形成

了梁-地基和板-地基问题的完整理论体系[2]–[6]。由此，Winkler 地基模型不仅

在传统土木工程中被广泛使用，也逐渐成为分析复杂层合结构、复合材料以及界

面力学问题的重要工具。

在经典应用中，Winkler 模型主要服务于以下几个方面：1、铁路与轨道工程，

铁路轨枕与路基的相互作用是 Winkler 模型的最初研究背景，该模型能够有效

预测轨道变形和承载能力。2、桥梁与管道工程：在浮桥、埋地管道以及海洋工

程结构中，梁-地基模型被广泛用于计算沉降、挠曲和应力分布。3、结构支撑与

振动问题：地基作用下的振动特性研究，如碳纳米管振动分析，也直接借鉴了

Winkler 模型的思路。尽管这些应用大多属于传统工程领域，但 Winkler 模型的

简洁性与普适性，使其很快超越了最初的工程背景，逐渐扩展到黏附力学与软物

质力学等新兴领域（如图 1.1）[7]–[11]。

图 1.1 薄弹性层结构的各种应用场景，包括岩土地质、轨道交通、先进功能涂
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层、生物医疗等。

自 20世纪中叶起，Winkler 模型逐渐被引入黏附力学（adhesion mechanics）

[12]。在粘接问题中，粘结层通常厚度很小、力学性质与基底差异显著，因此将

其等效为弹性地基是一种自然且有效的处理方式。在软物质研究中，Winkler 模

型同样展现出重要作用。例如，在研究弹性层的剥离、起泡（blistering）、指状

失稳（fingering instability）等问题时[13]–[16]，粘接层常被视为弹性或粘弹性地

基，模型预测结果与实验现象高度吻合。此外，在生物黏附（如树蛙趾垫、昆虫

足部黏附）和仿生材料研究中，Winkler 模型也被用来解释界面应力分布与剥离

行为[17]。

进入 21 世纪，随着微纳制造、柔性电子和仿生材料的发展，Winkler 模型

再次焕发新生。其应用领域主要包括：1、柔性电子器件，在可拉伸显示器、可

穿戴传感器中，电极与基底间常存在柔软粘结层，Winkler 模型为其界面稳定性

与失效机理提供理论支持。2、微机电系统（MEMS），在微尺度下，界面黏附

与脱粘是影响器件可靠性的关键因素，Winkler 地基模型在模拟压痕、剥离与脱

粘中被频繁采用。3、仿生黏附与生物力学，昆虫、壁虎和树蛙的足部黏附现象

常涉及薄层与基底的相互作用，地基模型能够有效解释其宏观表现与微观结构优

势。4、地质与材料科学，如岩层中的岩浆鼓泡、薄膜涂层的起皱与剥离，均可

借助改进后的 Winkler 模型进行刻画。

由此可见，薄弹性层的变形理论不仅是结构力学与界面力学的重要工具，更

在现代工程与材料科学中展现出广阔的应用潜力。通过对其在弹性薄层黏附问题

中的系统研究，本文旨在丰富现有理论体系，并为柔性结构与新型功能材料的设

计提供理论依据。

1.2 研究现状

1.2.1 地基模型（Winkler及其扩展模型）

如前文介绍，Winkler 模型最初提出是为了研究地基的变形问题，因此也称

为“Winkler 地基模型”（Winkler Foundation Model）。该模型将地基假设为许多

独立的弹簧，地基的变形与外载荷成正比关系：
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(1.1)

其中， 为外载荷， 为地基表面变形， 为弹性系数。Winkler 地

基模型通常用于描述简单的结构，如梁、板等在弹性地基上的行为[18]：

(1.2)

其中， 为梁的弹性模量， 为梁的截面惯性矩。Winkler地基模型在科学与

工程问题中具有重要的应用价值，这其中一部分原因归因于模型的简单性，但是

该模型仍有明显的缺陷。具体来说，该模型将地基简化为一系列独立的弹簧，模

型中忽略了相邻弹簧（或介质）之间的相互作用导致其不连续；此外，该模型无

法描述不可压缩弹性薄层的变形问题。为了上述问题，后面的研究学者在Winkler

模型的基础上进行了补充。

图 1.2 各扩展 Winkler 地基模型示意图[19]。

Filonenko-Borodich地基模型假设Winkler模型中的弹簧之间通过均匀拉伸的

线性弹簧连接，或者认为是Winker地基上有一层有预应力的薄膜，给出载荷与

变形之间的关系[20]：
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(1.3)

其中， 为描述横向弹簧张力的弹性系数， 为拉普拉斯微分算子。

Pasternak模型通过引入剪切参数 ，进一步考虑了地基弹簧之间的剪切相互

作用[5]：

(1.4)

其中， 为描述剪切作用的弹性系数。

Hetenyi模型假设Winkler弹性地基上有一层板[4]：

(1.5)

其中， 为板的抗弯刚度系数。

Kerr 回顾了包括通过添加虚拟预应力膜的 Filonenko-Borodich 地基模型、

Pasternak模型以及添加虚拟板的 Hetenyi模型等多个地基模型，这些模型通过对

Winkler 地基模型的修正，有助于更好地描述地基中剪切作用的影响（如图 1.2

所示）[21], [22]。对于粘接在 Pasternak地基上的 Kirchhoff-love板，Kerr 给出了

该体系的控制方程：

(1.6)

其中， 为常数。然而，不能通过上述方程推导出不可压缩地基体系的控制方程。

对于不可压缩弹性地基，其变形主要通过剪切变形实现的，这也是Winkler

地基模型没有考虑的问题。Dillard在 Gent、Meinecke 的基础上，给出了一维完

全不可压缩涂层的理论模型，界面的变形与压力的二阶导数成正比[23], [24]：
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(1.7)

其中，不可压缩模量 ， 为剪切模量， 为不可压涂层厚度（这里的弹

性系数取决于准确的边界条件）。

总结以上研究可以看出，Winkler 地基模型能够很大程度上简化薄弹性层的

变形问题，从而被广泛应用于各类科学问题和工程问题。但该模型具有明显的缺

陷，即不连续性以及无法描述不可压缩弹性薄层问题。后面的研究人员通过添加

各种假设条件，给出扩展模型解决了不连续性、不可压缩的问题。这类扩展模型

具有一定的经验性，其弹性系数难以通过理论推导定量给出，而是通过大量实验

反推得到，这使得这类模型通用性降低，使用成本增加。

1.2.2 接触、黏附理论

从前文描述，我们知道Winkler地基模型以及其扩展模型能够一定程度上描

述薄弹性层的变形，因此这些模型被广泛应用于各种科学问题以及工程问题。本

文主要针对Winkler地基模型及其扩展模型在接触、黏附问题中的应用展开研究。

固体之间的接触、黏附相互作用在许多工程领域和日常生活中都具有重要影

响。在日常生活中，宏观尺度下的物体通常不会黏附在一起，主要是由于不可避

免地表面粗糙度，导致表面接触面积的比例相对较小，进而黏附力相对小。然而，

这一规律在小尺度下并不完全成立。在该尺度下，黏附力相对于体积力比例增加，

因而不能被忽略。近些年，随着纳米技术的不断发展，先进涂层等薄层结构广泛

应用于航空航天、生物医疗、微电机机械系统（MEMS）、柔性电子等领域。此

外，通过表面设计实现最佳黏附性能也是工业界的热门话题，典型的例子就是仿

生结构设计，如壁虎、章鱼等。因此，研究薄弹性层的接触、黏附力学问题，能

对以上工业问题提供理论指导。

对于接触问题，Hertz 理论研究了两无摩擦、黏附的弹性球之间的接触变形

问题[25]，该理论为后续的接触问题奠定了重要理论基础，尤其是半空间接触问

题。Kendall、Roberts在实验中发现，接触面积在接触压力较小时明显大于 Hertz

理论给出的结果，尤其是接触力接近零时。这一实验结果表明，小尺寸下的黏附

作用不可被忽略。1971年，Johnson 结合 Kendall、Roberts 的实验结果[26]，在
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Hertz接触理论的基础上通过能量法给出考虑黏附作用的接触理论模型，即 JKR

（Johnson-Kendall-Roberts）模型。该模型只考虑接触区内的黏附力影响而忽略

了接触区外的黏附力，并且该模型采用了接触区边界处的应力奇异性假设。JKR

理论给出无摩擦刚性球与半空间弹性体之间的最大拉脱力为：

(1.8)

其中， 为刚性球半径， 为界面能。值得注意的是，早在 1932年 Bradley

基于 L-J（Lennard-Jones）作用势[27]，研究了两个刚性球之间的相互作用，并

给出最大拉脱力为：

(1.9)

1975年，Derjaguin等人在 Hertz理论模型的基础上进行修正[28]，他们认为

黏附力作用不影响 Hertz模型给出的变形，只会减小接触应力，进而给出了另一

著名的接触黏附模型 DMT（Derjaguin-Muller-Toporov）理论模型。该模型给出

的无摩擦刚性球和半空间弹性体之间的最大的拉脱力为 ，这与 Bradley模

型给出的结果一致。这一理论模型在黏附问题中应用非常广泛，但其存在一些争

议。其中一点就是 DMT模型中，接触面变形与载荷之间不满足协调条件；另外，

在最大拉脱力方面，DMT模型给出的结果与 JKR模型存在较大差异。双方就这

一分歧展开激烈争辩，同时也引起很多学者的关注。直到 1977年，无量纲数 Tabor

数的提出对以上两种黏附模型提供合理的解释，该无量纲数的形式为[29]：

(1.10)

其中， 为等效弹性模量， 为原子间平衡间距；该无量纲参数

的物理含义为由黏附导致的弹性变形与原子间平衡间距之比。当 Tabor参数很小，

即 时，Bradley和 DMT理论给出的最大拉脱力与实际情况相符，当 Tabor

参数较大，即 时，JKR理论给出的最大拉脱力与实际更相符。也可以理解



7

为 DMT理论适用于低黏附、硬基底体系，而 JKR理论适用于强黏附、软基底体

系。

图 1.3 （a）Lennard-Jones 作用势、Dugdale 内聚力模型示意图。（b）接触区

边缘的应力分布示意。

同时，Tabor注意到 DMT理论不满足接触力学的变形协调条件，为后续自洽

模型的提出提供了基础。比较典型的是 1992年Maugis在 Dugdale内聚力模型的

基础上[30]，建立了半解析的黏附接触模型如图 1.3，即M-D（Maugis-Dugdale）

模型，指出了 JKR模型和 DMT模型的转变关系，提出转变系数Maugis数：

(1.11)

其中，为了和 L-J 势匹配，Dugdale 模型中的最大应力取为 ，

此时Maugis数和 Tabor数之间的关系为 。Johnson和Greenwood于 1997

年[31]，在 M-D理论的基础上给出了无量纲载荷与 Tabor 数、Maugis数关系的

黏附图谱，分析了各个理论模型的适用范围，其中包括 Hertz、Bradley、JKR、

DMT以及M-D模型（如图 1.4）。
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图 1.4 黏附图谱。

以上为经典的黏附理论模型，主要应用于半无限大体系的接触、黏附问题。

但在很多实际应用中，尤其是微观体系中（如图 1中的先进涂层电子材料、生物

组织等），通常是有限厚度或者薄层结构。针对薄层结构的接触、黏附问题的研

究也有很多，比较著名的有 Aleksandrov等人通过渐近法求解可压缩弹性薄层的

变形[32], [33]。Jaffar 在此基础上研究了不可压缩薄弹性层的压痕问题[34]。

Matthewson和 Chadwick分别采用渐近匹配的方法研究了不可压缩弹性薄层的变

形[35], [36]。Borodich和 Yang等人分别采用渐近理论针对可压缩、不可压缩薄

弹性层的接触、黏附问题展开一系列研究[37]–[41]。Argatov等人针对横观各向

同性薄弹性基底的黏附问题开展研究[42], [43]。Ru等人基于 Kerr地基模型研究

了各向同性薄弹性层的接触、黏附问题[44], [45]。

1.3 本文主要研究内容

随着微纳技术的不断进步，薄弹性层的接触、黏附理论在微电子机械系统、

柔性电子器件、生物医疗等领域具有重要应用价值。以上应用场景中，薄弹性层

往往表现为各向异性。此外，通过对前人研究成果的梳理，我们发现仍存在以下

两个主要问题亟需解决：

1、Winkler地基模型虽然应用广泛，但该模型忽略了薄弹性层之间的相互作

用，并且该模型不可描述不可压缩弹性层。后续的扩展地基模型（如 Pasternak

模型、Kerr模型等），采用较强的假设，模型中的弹性系数往往需要大量实验结
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果反演得到。因此，需要建立更普适的地基扩展模型，为工程应用提供理论指导。

2、现有的薄弹性层的接触、黏附理论主要针对可压缩材料和不可压缩材料

两种极限情况，缺乏对两种极限情况之间的理解，需要建立对可压和不可压薄弹

性层变形统一描述的理论模型。本文围绕以上两个主要问题，针对实际应用中常

见的横观各向同性薄弹性基底（如岩土、生物组织、先进功能涂层等）开展以下

研究：

第二章研究了弹性板在薄横向各向同性弹性层上的压痕响应，薄弹性层由刚

性基底支撑。我们通过积分变换方法建立了一个近似模型来描述薄横观各向同性

弹性层的变形问题，并且所得理论解能退化到经典的Winkler地基模型。此外，

通过有限元结果验证了该近似理论的正确性，并讨论了极大、极小两种极端压头

情况的压痕刚度解析解。这些结果为具有横观各向同性的先进电子涂层材料在实

际工程应用中提供一定的理论指导。

第三章主要研究了薄横观各向同性弹性层的接触、黏附问题。第二章通过积

分变换方法给出薄横观各向同性弹性层的Winkler形式的解答，而这一结果和现

有理论均不能描述可压缩到不可压缩薄弹性层变形模式的转变。这一章节，通过

摄动理论提出一个薄横观各向同性弹性层的约化变形理论，该理论能对可压、不

可压缩薄弹性层的变形进行统一描述。在以上理论基础上，研究了刚性球-薄弹

性层的接触、黏附问题，并将理论与有限元结果进行对比，验证了理论模型的合

理性。

第四章是对全文研究内容的总结归纳，以及介绍了本文所取得的主要研究结

果与重要结论，最后是对后续相关工作的规划与展望。
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第 2章 横观各向同性薄弹性层上板的压痕问题

2.1 引言

在小尺度实验力学中，施加点状压痕载荷并测量材料在该载荷下的力学响应，

是揭示纳米尺度材料弹性性质的最有效方法之一。这类材料包括超薄膜、纳米板、

纳米带以及纳米线等[46]–[50]。

然而，材料在压痕下的响应在很大程度上取决于其支撑方式。通常有两种典

型情形[10], [51]。其一是已被广泛研究的情况：细长纳米材料悬挂在沟槽或空腔

之上，并由接触基底的边缘部分夹持[52]。在这种情况下，材料通过拉伸和弯曲

（本质上是中性轴的拉伸与压缩）来响应外加压痕力[52]，从而可以测量其面内

弹性属性[53]–[55]。

若要测量纳米材料的面外性能，例如石墨纳米片的 c 轴模量[56]，则采用第

二种情形，即细长纳米材料完全由相对刚性的基底支撑。特别是在压阻测试或电

子器件应用中，为了保证界面良好的导电性，往往在这类受支撑的纳米材料上再

覆盖一层高导电性的板（见图 2.1a）[57], [58]。本文关注的正是第二种情形，具

体而言，是研究覆盖在刚性基底支撑纳米材料上的弹性板的压痕响应（见图 1b）。

在这种情况下，被夹在中间的细长纳米材料表现为一层薄的弹性层。因此，本文

所研究的问题可追溯到经典的 Winkler 地基问题，即在弹性地基上受横向力作

用的板弯曲问题[19]。该问题的关键在于确定弹性层的有效地基刚度。

关于各向同性弹性层的力学行为，已有大量研究。从经典的半空间

Boussinesq 模型到用于极薄层的 Winkler地基模型，相关讨论十分广泛。特别是，

对于可压缩[59]、不可压缩[24]以及近似不可压缩[60]–[62]的薄层，已有大量研

究。然而，我们的研究不同之处在于聚焦于各向异性（具体为横观各向同性）的

弹性层，例如石墨纳米片。横观各向同性弹性层的面外性能与其面内性能存在显

著差异[63]，因此必须通过这种压痕测试来揭示其完整的弹性张量分量。值得注

意的是，这种“弹性板-横观各向同性弹性层”体系不仅存在于纳米尺度的电子器

件，也广泛出现于自然与工程系统中，例如张紧细胞皮质在类地基细胞质上的响

应[64]，以及海床上弯曲的冰盖[11]。
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长期以来，许多学者致力于研究横观各向同性弹性层的力学响应。例如，

Elliott 研究了任意轴对称压头作用下横观各向同性半空间的压痕问题[65]；

Fabrikant 则采用积分变换方法[66]，将三类势函数表示为半空间问题势函数的线

性组合，从而给出了横观各向同性弹性层接触问题的基本解。在此基础上，滑动

接触问题的解亦被获得[67]。Ding和 Xu基于应力函数方法推导了横观各向同性

体中轴对称问题的一般解[68]。Yu 等人提出了横观各向同性弹性层中点力的

Green函数，并应用于压痕问题求解[69], [70]。Ning等人通过简化运动学方程，

发展了薄横观各向同性弹性层在刚性基底上的近似解[71]。更近期，Argatov 和

Mishuris 则推导了薄可压缩与不可压缩横观各向同性弹性层接触问题的渐近解

[72]。尽管已有上述进展，据我们所知，关于“弹性板-横观各向同性弹性层”的压

痕耦合响应仍未见报道。

在本研究中，我们利用变换方法探讨了一层由刚性基底支撑的薄横观各向同

性弹性层上粘结的弹性板的压痕响应。具体而言，本文首次在 Hankel空间中推

导了有限厚度横观各向同性弹性层的线性法向力–位移关系。虽然该方法限制了

问题为轴对称情况，但我们能够讨论半空间与可压缩薄层的 Hankel 空间 Green

函数，并验证在将材料常数取为各向同性时，这些结果可退化为经典的各向同性

半空间和各向同性薄弹性层的 Green 函数。基于此，我们进一步推导了弹性板-

横观各向同性弹性层体系在小半径压头与大半径压头两种极限情况下的压痕力–

位移关系。解析解与有限元数值结果吻合良好。同时，我们还讨论了理论解的适

用性和局限性。总体而言，本研究结果为理解横观各向同性半导体材料在细长几

何构型及导电功能层应用中的力学行为提供了定量理论指导。

2.2 模型和问题描述

图 2.1 板与薄弹性层系统的压痕问题。（a）石墨烯层与金属板结构压痕实验的
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SEM 图。（b）横观各向同性薄层与板结构的压痕示意图。

本节讨论一薄横观各向同性弹性层上承载弹性板的压痕问题。弹性板厚度为

，弯曲刚度为 ，下方为刚性基底支撑。我们假设体系为轴对称，并且板与弹

性层之间、弹性层与刚性基底之间均为完美粘结。另假设在 的区域内，板

受到一个恒定的位移边界条件 ，等价于一个半径为 的刚性圆柱形压头压入

弹性板（见图 2.1b）。

在压痕过程中，系统出现一个横向特征长度 ，在该尺度上，压入位移逐渐

衰减（见图 2.1b）。确定这一长度需要理解板与基底的弹性响应。在典型的压阻

实验中，压痕深度 远小于板厚度 。因此，我们采用线性 Kirchhoff–Love 板理

论来描述板的力学响应。我们将展示，板与基底之间的面内剪切作用以及板自身

的剪切变形在主阶上可以忽略（即 ， ）。此时，板的控制方程为：

(2.1)

其中， 表示板的挠曲形状； 为二维轴对称 Laplace

算子； 为压头施加的载荷，用以保证位移边界条件； 为薄弹性层的反力

（向上为正）。为了明确这一反力，下一小节中将讨论横观各向同性弹性层的力

学响应。

2.3 横观各向同性弹性薄层基底

考虑三个位移分量： 、 、 与六个应变分量： 的线

下运动学关系。材料在面内表现为各向同性，而沿 轴方向与面内的材料属性不

同，即呈现横观各向同性。在这种情况下，弹性张量有 5个独立参数（由完全各

向异性材料的 21个常数简化而来）。其胡克定律可写为：
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(2.2)

其中， 。这里 分

别为面内和法相方向的杨氏模量； 分别为面内和法向的泊松比； 为法向

平面的剪切模量。

在轴对称条件下， ，因此 均为零。借鉴 Sneddon在各向

同性材料体系中的处理方法[73]，非零位移分量可以表示为[74]：

(2.3)

以及

(2.4)

此处 是一个任意函数。由此结合公式（2.2）的本构关系，可以得到用函数 表

达的非零应力分量：

(2.5)

此处，
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(2.6)

可以验证，以这种方式构造的应力分量能够自动满足平衡方程。此外，当任

意函数 满足修正的双调和方程时，相容条件也能满足：

(2.7)

其中，

(2.8)

需要指出的是，Lekhnitskii等人在文献[74]中证明了 和 都不是纯虚数。

延续 Sneddon求解各向同性压痕问题的方法[73]，我们在 Hankel空间下求解

这一横观各向同性材料的压痕问题。具体地，我们定义 为零阶 Hankel 变

换，即：

(2.9)

其中 是 n阶第一类 Bessel函数。将公式（2.7）两边乘以 并在 的

定义域上积分，可以得到关于 的常微分方程：

(2.10)

这里，我们仅考虑弹性层的横向尺寸无限大或者相对足够大（相比于任何纵

向特征尺度，包括压头尺寸和后续讨论的Winkler 特征长度）。当 时，对

公式（2.10）积分，可以得到通解：
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(2.11)

此处， 均为积分常数，需要通过合适的边界条件来确定。对于图

2.1所描述的问题，边界条件可表述为：

(2.12)

上式中前三个条件对应于弹性层上、下表面的无滑移边界条件，第四个条件

是上表面受板的压应力 （此处 是 的零阶 Hankel 变换，即

）。使用这些边界条件时，需要进行相应的反 Hankel变换，

包括：

(2.13)

虽然完整解出应力于位移场会涉及非常繁琐的推导，但是横观各向同性弹性

薄层的力学响应可以简化为 Hankel空间下的“弹簧”关系：

(2.14)

其中， 是竖向位移 或者 的零阶 Hankel变换， 为 Hankel

空间下的 Green函数。特别地，我们可以得到：
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(2.15)

上式中，

(2.16)

在各向同性弹性层情况下， ，此时公式（ 2.10）的解为：

。因此，公式（2.14）所描述的

弹性薄层的“弹簧“响应关系仍然成立，不过其函数形式为：

(2.17)

上式中的这一结果在文献[75]中已有报道，该文献中使用的边界条件略有不

同（即上表面的剪切应力为零）。其二维平面应变或平面应力问题在文献[76]中

也有讨论。而本文给出的公式(2.15)，尽管形式较为冗长，但根据文献调研，尚

未发现相关报道。

2.4 极限情况

当弹性层足够厚，可以被视为半空间问题（即 ）时，公式（2.15）可以

大幅简化为：
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(2.18)

此时，如果是各向同性材料情况，上式将进一步简化为：

(2.19)

这一表达式也可以直接通过将公式（2.17）中，令 得到。值得注意的

是 ， 公 式 （ 2.19 ） 与 Sneddon 在 文 献 [73] 中 给 出 的 经 典 结 果

是不同的。后者是基于上表面无剪切应力的假设。但

当 时，两者结果是一致的。然而，本文研究主要关注的是弹性层相对较

薄的情况（即 ）。在这一极限情况下，公式（2.15）在主阶上与 无关：

(2.20)

进一步地，通过 Hankel反变换，上式结果可以简化为：

(2.21)

上式中， 是一个弹性常数[77]。显然，本文研究

的方法不局限于较薄的弹性层， ，因为公式（2.15）给出了适用于任意厚

度弹性层的一般形式（包括 的情况，如公式（2.18）中所讨论）。另外值

得 注 意 的 是 ， 在 各 向 同 性 材 料 情 况 下 ， 上 式 退 化 为 ：

，这一结果已经由 Skotheim和Mahadevan[59]

给出，并被 Chandler 和 Vella[60]进一步推广至近似不可压缩材料情形，被

Dillard[24]推广至不可压缩材料情形。
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2.5 结果与讨论

2.5.1压痕问题

根据前文的分析，下文具体讨论这样一个压痕问题：一个刚性圆柱形压头作

用在薄横观各向同性弹性层上方的弹性板上（如图 2.1b）。此时，将板的控制方

程（2.1）与薄弹性层的近似关系（2.21）联立，可以得到：

(2.22)

其中， ， 为 Dirac 函数， 为压入深度 时压头合力。为了求解公

式（2.22），可采用以下四个自然边界条件：

(2.23)

公式（2.22）实际上是经典的“板/梁-弹性地基“（BOEF）问题或 Winkler 地

基问题[78]。其横向特征长度即Winkler特征长度：

(2.24)

采用线性板理论（忽略剪切变形修正）以及薄弹性层近似的合理性，可由条

件 证明。然后引入以下无量纲变量来分析上述压痕问题：

(2.25)

由此，上述压痕问题转换为：
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(2.26)

满足以下边界条件：

(2.27)

2.5.2解析解

公式（2.26）、（2.27）所描述问题的解，可以通过 求得，其中

是虚数单位。在此，我们不展开一般形式的解，而是讨论两种极限情况：压头半

径很小（ ）与压头半径很大（ ）。对于小压头半径极限情况下，板

的挠曲变形为：

(2.28)

其中， 为零阶第二类修正 Bessel函数。其有量纲形式为：

(2.29)

压头压痕合力可以通过局部剪切平衡（在 处）来计算，也可以通过对

弹性层所承受的应力积分求得：

(2.30)

这一结果表明，压头合力 与压入深度 呈线性关系，其中系数由板与薄层的材

料、几何性质共同决定。由此可以定义压痕刚度为：
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(2.31)

对于无限大半径的压头情况（ ），板的弯曲变形影响可以忽略。此时，

压头合力可以直接通过在压头范围内（即， ），对弹性层在均匀压缩位移

情况下所承受的压应力积分得到： 。这种情况下的压痕刚

度为：

(2.32)

以上结果即为本章节的解析推导结论。尤其是，利用公示 (2.14) 中薄横观

各向同性弹性层的近似理论，可以得到任意轴对称压头（不同形状和大小）的解

析解。不过在本小节中，我们仅展示了小压头和大压头两种极限情形。

2.5.3理论与数值结果的对比

表1 横向各向同性弹性层与板的几何和力学参数。

t (µm) Ec

(GPa)

ν d (µm) C11

(MPa)

C12

(MPa)

C13

(MPa)

C33

(MPa)

C44

(MPa)

Case 1 5 124 0.3 15 8.8617 3.0924 1.315 2.7893 1.1261

Case 2 5 79 0.3 15 0.0683 0.0221 0.01 0.0422 0.018

Case 3 10 79 0.3 20 0.0683 0.0221 0.01 0.0422 0.018

下文将采用有限元方法（FEM）来验证所建立的近似理论在“板-横观各向同

性薄弹性层”压痕响应中的适用性。根据上一节中模型的描述（如图 2.1b），薄

弹性层的底面位移被完全约束，在板的上表面 区域内施加向下的均匀位移，

以模拟一个无摩擦刚性圆柱压头的作用。并且假设板与薄弹性层之间完全粘接。

为了确保计算结果收敛，在模型中，将 附近采用了加密网格。数值计算中

采用了三组材料参数，具体列于表格 1。其中，算例 1中板和弹性层的材料参数

近似对应于铜（Cu）和聚二甲基硅氧烷（PDMS）；算例 2和算例 3则近似对应



22

于金（Au）覆盖在 Ecoflex 上，不同之处在于板和弹性层的厚度设置有所差异。

需要注意的是，在所有算例中，弹性层均被设定为横观各向同性材料。

压痕的力-位移关系以及弹性板的挠曲线是非常直观的数据也是较容易获得

的。图 2.2给出了在点载荷作用下（即 ），有量纲和无量纲的压痕力-位移

关系，以及板的挠曲线。图中点代表有限元（FEA）计算结果，实线代表前文中

解析解的结果，即公式（2.29）和公式（2.30），所用材料参数见表格 1。

图 2.2 点荷载作用下板在横观各向同性弹性层上的力学响应。（a）、（b）

分别是不同材料参数下（见表 1），载荷-位移关系和板的挠曲变形。（c）、（d）

分别是不同材料参数下，无量纲载荷-位移关系和无量纲板的挠曲变形。实线为

理论结果，点为有限元计算结果。

从图中可以看出，基于线弹性板理论和薄弹性层近似理论得到的解析解与数

值结果吻合得很好。特别是，将公式（2.30）中的力和压入深度分别按

和 无量纲化之后，不同材料、几何参数不同体系的力-位移关系结果（见图 2.2a）

可以归一到同一条主曲线上（见图 2.2c）。同样地，在不同参数的体系下，板的
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挠曲线也能够通过用特征长度 进行归一化，从而重合到一条曲线上（见图2.2d）。

图 2.3 无量纲压痕刚度与压头半径的关系。

进一步地，我们研究了压头尺寸对压头刚度（由 来定义）的影响（如图

2.3所示）。特别地，我们将极小压头和极大压头两种极限下的无量纲压痕刚度

写为：

(2.33)

图 2.3给出了两个极限情况下的解（分别用虚线和点画线表示），以及基于

表 1中材料参数的 FEA 结果（点符号表示）。可以看到，在极小压头和极大压

头两种极限下，公式 (2.33) 与数值结果吻合良好。有趣的是，通过对两个极限

解进行非线性组合，可以得到任意压头半径下的近似解：

(2.34)

上式的近似误差在 10%以内。

2.5.4近似解的适用范围

这部分讨论上文推导的近似解在压痕问题中的有效性。首先，板的厚度足够

小，满足 的条件，在先进电子功能材料的压阻实验测试中通常满足这一条

件。此外，公式（2.21）中简化形式的推导依赖于假设 ，这一假设仅在满
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足 时才成立，即

(2.35)

因此，当弹性层足够薄，刚性压头半径相对较大，弹性层刚度较小，或者板

的弯曲刚度较大时，薄弹性层的近似理论才适用。

图 2.4 弹性层厚度对压痕刚度的影响。

为了进一步验证这一结论，我们使用表 1中算例 1的材料参数，并通过 FEA

计算不同弹性层厚度对压痕刚度的影响，结果见图 2.4a。图中使用了两种不同的

压头尺寸： ，即点压头（结果为图中圆圈标记）和 （方框标记），

实线和虚线分别对应公式（2.33）中的理论结果。可以发现，对于点压头（ ），

解析解在 附近会出现失准；而对于较大压头（ ），即使弹性层的

厚度不再远小于 ，解析解依然能够保持准确。这是因为公式（2.35）中的

条件得到近似满足。

另外一种调整 的方法是保持 不变，通过改变板的弹性模量 ，进而改

变其弯曲刚度 ，其中 是板的厚度， 为板的泊松比。图 2.4b

给出了点载荷（ ）作用情况的有限元结果与解析结的对比。在这种情况下，

解析解（ ）与 FEA结果的偏差出现在 较大的情况下，且偏差表现为解

析解高估了压痕刚度，而在图 2.4a中表现为解析解低估了压痕刚度。这主要由
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于在板的弹性模量较小时，板自身的变形会变得更加显著且不可忽略，而本文模

型中并未考虑这一因素[79]。

2.6 本章小结

在本章节研究中，我们通过积分变换的方法，讨论了薄横观各向同性弹性层

上粘接弹性板的压痕响应问题。本章研究结果包括建立了 Hankel 空间下有限厚

度的横观各向同性弹性层的线性力-变形关系，然后利用这一结果研究了横观各

向同性弹性层-板体系的压痕问题，给出了压头合力与压入深度的关系。对于极

大、极小压头两种极限情况下的解析解，并与有限元计算结果对比。两种计算结

果表明，在系统足够细长且板的刚度足够大的情况下，解析解与有限元计算结果

吻合很好。这些结果为许多横向各向同性半导体材料的力学行为提供了重要的定

量分析，它们通常是细长的几何形状，并广泛应用于各类电子器件中。
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第 3章 薄横观各向同性弹性层的接触、黏附问题

3.1 引言

薄弹性层（如薄膜、先进涂层和薄板材料）被广泛应用于柔性电子器件、微

电子机械系统（MEMS）、微纳米技术以及生物医疗等众多领域。其在实际应用

中的接触和黏附问题对于保证器件的性能和可靠性至关重要。随着技术的发展，

尤其是微型化技术的进步，薄弹性层在各类结构和功能器件中的应用愈发重要。

如在微电子器件制造过程中，薄膜的粘附性直接影响到电路的稳定性与耐用性；

在生物医药领域，薄膜材料的接触力学和黏附行为对于生物传感器、人工器官等

设备至关重要。研究薄弹性层的接触和黏附行为不仅有助于推动理论的发展，还

有助于提升工业应用中的设计水平。

对于接触、黏附问题的研究历史悠久，早在 1882年，Hertz研究了两个无摩

擦弹性球之间的接触问题[25]，该模型没考虑弹性球之间的黏附作用。1932年，

Bradley基于 L-J（Lennard-Jones）作用势研究了两个刚性球之间的相互作用[27]。

Kendall、Roberts在实验中发现，接触面积在接触压力较小时明显大于 Hertz 理

论给出的结果，尤其是接触力接近零时。1971年，Johnson结合 Kendall、Roberts

的实验结果[26]，基于 Hertz接触理论，通过能量法给出考虑黏附作用的接触理

论模型，JKR（Johnson-Kendall-Roberts）黏附模型。1975年，Derjaguin等人在

Hertz 理论模型的基础上进行修正[28]，给出了另一著名的接触黏附模型 DMT

（Derjaguin-Muller-Toporov）理论模型，该模型在黏附问题中应用广泛，但其不

满足接触区变形与载荷之间的协调关系。另外，在最大拉脱力方面，DMT模型

给出的结果与 JKR模型存在较大差异。双方就这一分歧展开激烈争辩，同时也

引起很多学者的关注。直到 1977年[29]，无量纲数 Tabor数的提出对以上两种黏

附模型提供合理的解释。1992年，Maugis在 Dugdale内聚力模型的基础上[30]，

建立了半解析的黏附接触模型，即M-D（Maugis-Dugdale）模型，并指出了 JKR

模型和 DMT模型的转变关系。1997年，Johnson和 Greenwood在M-D理论的基

础上给出了无量纲载荷与 Tabor数、Maugis数关系的黏附图谱[31]，分析了各个

理论模型的适用范围。对于弹性薄层的接触、黏附问题通常基于以上经典接触黏
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附理论展开研究，最常用的研究方法就是采用渐近理论。如 Aleksandrov等人通

过渐近法求解可压缩弹性薄层的变形[32], [32], [33], [80]。Jaffar在此基础上研究

了不可压缩薄弹性层的压痕问题[34]。Matthewson和 Chadwick分别采用渐近匹

配的方法研究了不可压缩弹性薄层的变形[35], [36]。Borodich和 Yang等人分别

采用渐近理论针对可压缩、不可压缩薄弹性层的接触、黏附问题展开一系列研究

[37]–[40]。Argatov等人针对横观各向同性薄弹性基底的黏附问题开展一系列研

究[43], [77], [81]。Ru等人基于 Kerr 地基模型研究了各向同性薄弹性层的接触、

黏附问题[44], [45]。

本章节内容采用摄动理论，建立横观各向同性薄弹性层的约化变形理论。该

约化变形理论能够实现对可压缩、不可压缩薄弹性层变形的统一描述。在该理论

模型的基础上，本章节研究了无摩擦刚性球与薄弹性层体系的接触、黏附问题，

在压入接触时忽略黏附力的影响，在拉脱的过程中考虑黏附力的影响。并将理论

与有限元结果进行对比，验证了理论模型的合理性。

3.2 薄弹性层分析

图 3.1 横观各向同性薄弹性层外载作用下变形示意图

对于粘接在刚性基底上的薄的横观各向同性弹性层（其截面如图 3.1所示）。

其厚度为 ， 面内的杨氏模量和泊松比分别为 ； 方向的杨氏模量和泊

松比分别为 。上述弹性薄层的本构关系为
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(3.1)

由于对称性，刚度矩阵中的弹性系数共有五个独立参数，分别为

(3.2)

如果退化为各向同性材料，上述系数为

(3.3)

如图 3.1所展示的模型中，薄弹性层下表面与刚性基底完全粘接，上表面承

受外载，分解为法向压应力载荷 和切向载荷 。在上述外载作用下，本章节假

设薄弹性层的变形均为小变形。因此，其控制方程为

(3.4)

其中， 为薄弹性层面内位移， 为法向位移。在弹性层底面与刚性基地完全粘
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接，这与大部分实验一致，因此下表面的边界条件为：

(3.5)

然而，假设顶部表面是自由的，因此我们应用法向和切向应力平衡

(3.6)

为二维向量，表示弹性层上表面内所受剪切载荷。在上述边界条件下，直接

求解方程（1.49）是困难的。当然，对于二维或者轴对称情况也可以通过积分变

形方法进行求解，如上一章节研究内容。我们注意到在很多应用场景中，薄弹性

层的变形问题中存在一个小量： 。这里的 为薄弹性层上表面的变形特

征长度。因此，上述问题可以通过摄动理论进行求解。由于面内的位移、应力均

比法向位移、应力小，我们假设 ， 。在此基础上进行无量纲化

(3.7)

无量纲载荷

(3.8)

将以上无量纲变量带入上述控制方程和边界条件可得无量纲化控制方程

(3.9)

无量纲边界条件，其中上表面 ：
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(3.10)

下表面 ：

(3.11)

注意到无量纲后的控制方程和边界条件中只含有小量 的偶次方项，因此我

们假设：

(3.12)

我们根据 的阶次来依次求解。

对 ，由 Lame方程和边界条件， 分别满足以下条件：

(3.13)

以及

(3.14)

通过积分后求解上述方程，可得

(3.15)

很多应用中，我们更关注上表面的变形，即 ，此时上式简化为
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(3.16)

上式中的第一个公式与前一章中结果一致，可退化为传统Winkler地基模型。而

第二个公式可退化为经典的剪滞模型（Shear lag model）。

同样地，对 项，需要满足

(3.17)

边界上，

(3.18)

可得上表面法向位移的高阶项：

(3.19)

3.3 结果与讨论

结合上述横观各向同性薄弹性层的变形约化理论，我们可以解决一系列实际

的问题。下文我们针对无摩擦刚性球与薄弹性基底体系的接触与黏附问题展开详

细的讨论。
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3.3.1 无黏附的压痕问题

图 3.2 无摩擦刚性球与薄弹性层系统压痕问题示意图

如图 3.2所描述的是一个压痕问题，横观各项同性薄弹性层下表面与刚性基

底完好粘接，上表面受无摩擦刚性球压缩。该过程不考虑刚性球与弹性层之间的

黏附作用。其中，刚性球半径为 ，弹性层厚度为 ，压入深度为 ，接触半径

为 。为了满足薄层理论的假设，需要 。在以上条件基础上，我们可以利用

3.2节的结果直接计算该压痕问题。由于是无摩擦接触，即上表面剪切力为零，

结合公式（3.16）、（3.19）可以得到薄弹性层上表面的变形与载荷之间的关系：

(3.20)

其中弹性系数分别为 ，在轴对称情况下，

微分算子 。薄弹性层上表面接触区的法相位移为

(3.21)

由于是薄弹性层，压头半径远大于弹性层厚度， ，接触区半径 ，

在接触区内有近似关系 。因此，公式（3.21）所描述的

接触区法向位移可近似为
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(3.22)

在接触区边界上有

(3.23)

上式中 并不是一个严谨的边界条件，但为了简化问题又不影响对该问题

整体的理解，我们暂取这一边界条件，这一点在后续的理论与有限元计算结果的

对比中也可看出来。为了便于求解上述问题，下面通过尺度分析对各变量进行无

量纲化

(3.24)

将上式中的无量纲变量代入公式（3.20）可得无量化的控制方程

(3.25)

上式中仅有一个无量纲参数

(3.26)

该无量纲系数由薄弹性层的材料属性和几何属性共同决定，它可以一定程度

上反应弹性层的可压缩性， 越大弹性层越可压，公式（3.25）中压应力的高阶

项对系统影响越小，结果退化为上一章节中的Winkler模型结果。同样地，如果

刚性球压头半径相对弹性层的厚度 越大，也能达到相同的效果。反之，弹性

层越接近不可压、 越小， 的值越小，压应力的高阶项影响越大，不能被忽

略。无量纲后接触区的变形为
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(3.27)

无量纲边界条件

(3.28)

上式中， 为无量纲接触半径。根据上述边界条件求解方程（3.25）可

得接触区内的无量纲应力分布

(3.29)

上式中， 分别为 0、1阶第一类修正贝塞尔函数。上式中前两项为Winkler

地基模型的解答，若 很大，后面两项的影响可以忽略，同样上述结果可以退化

为Winkler地基模型结果。对公式（3.29）得到的压应力在接触半径范围内积分

可以得刚性球压头的无量纲合压力

(3.30)

其中，无量纲压入深度与无量纲接触半径的关系为
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(3.31)

图 3.3 无量纲载荷-位移关系。（a）不同 值（不同压缩性）下，载荷-位移关

系，（b）归一化后的无量纲载荷随 的变化，虚线为 Winkler 地基模型结果，

实线是本文理论结果，圆圈是有限元结果。

图 3.3a给出了无量纲压头合力与无量纲压入深度的关系以及无量纲系数 对

其影响。当 很大，如接近 100时，表示弹性层可压缩、弹性层很薄，此时结果

退化为Winkler模型结果（虚线结果），无量纲的压头合力与无量纲压入深度呈

二次方关系。随着 的逐渐减小，公式（3.30）的结果逐渐偏离Winkler 模型结

果，并且压头合力与压入深度的关系由二次方关系逐渐转变为三次方关系，这与

前人对不可压缩横观各项同性薄弹性层压痕问题的研究结果一致[43]。为了进一

步验证理论结果的正确性，我们还进行了有限元计算，并将理论和有限元结果对

比（如图 3.3b）。这里我们选择无量纲压入深度 时的结果进行对比，主

要原因有两个：1)在该压入深度下，满足薄层理论的基本假设，即接触半径和弹

性层厚度的关系满足 ；2）在该压入深度下，结构没有进入大变形，仍满足

小变形假设。图中结果对无量纲压头合力做了归一化处理，给出了无量纲系数对

压头合力的影响。具体表现为，Winkler地基模型结果不随 的变化而变化，也

就是Winkler地基模型不能描述弹性层的压缩性以及几何参数对结果的影响。而

我们的高阶模型能够很好描述材料参数和几何参数的影响，在 较大时能够退化
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到Winkler地基模型的结果，并且和有限元计算结果吻合很好，从而验证了高阶

模型的正确性。

图 3.4 不同压入深度下，接触区的无量纲接触应力分布，虚线为 Winkler 地基

模型结果，实线是本文理论结果，圆圈是有限元结果。

进一步地，我们给出了接触区的应力分布（如图 3.4）。图 3.4a展示了不同

压入深度下的接触区应力分布，其中圆点为有限元计算结果，虚线为横观各向同

性Winkler地基模型结果，实线为本文得到的高阶理论结果。此处取 ，为

可压缩横观各向同性薄弹性层。从图中结果可以看出，对于不同压入深度情况

（ ），相较Winkler地基模型结果，我们的高阶理论结果与

有限元结果吻合更好。值得注意的是，在压入深度比较大时， ，高阶理

论结果开始出现轻微偏离有限元结果的现象，我们初步推测这主要由于大变形导

致的，这部分问题将在后续研究中深入探索。因此，即使对于可压缩薄弹性层，

我们的高阶理论比Winkler地基理论更能准确描述该压痕问题。图 3.4b中，我们

对数据进行了简单的处理，给出了 之间的关系。可以看出Winkler

地基模型结果不随不同无量纲压入深度的改变而改变，但我们的高阶理论模型可

以刻画压入深度的影响，并且高阶理论结果与有限元结果符合很好，进一步验证

了本文高阶模型的准确性。
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图 3.5 不同 情况下，无量纲径向位移分布，虚线为 Winkler 地基模型结果，实

线是本文理论结果，圆圈是有限元结果。

在以往的研究中，为了简化问题通常假设接触区上表面的径向位移为 0，

。本文给出的理论结果中的公式（3.16）和（3.29），可以给出接触区上

表面的径向位移如图 3.5所示， 值越小、基底越不可压时，径向位移越大越不

能被忽略。当 的值为复数时，可以看出径向位移为负值。对于各向同性弹性基

底，分界的泊松比为 ，此时径向位移为 0。 时径向位移为正，

时径向位移为负。

3.3.2 考虑黏附影响的压痕问题

图 3.6 拉脱过程中的示意图

在微尺度下，一些聚合物或生物组织的压痕实验中，黏附作用的影响不能被
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忽略尤其是拉脱过程中。在下文关于刚性球与薄弹性层拉脱过程的研究中，我们

考虑黏附力的影响（如图 3.6所示）。该系统中，薄弹性层上表面的控制方程和

上一节中公式（3.20）所描述的一致，拉脱过程中临界接触区假设为裂纹尖端，

对于线弹性小变形问题中裂纹的扩展所需要的能量，我们可以通过 J 积分（J

integral）来得到，对于上述无摩擦、轴对称模型问题，其 J积分形式为

(3.32)

其中， ，为裂纹尖端闭合的积分路径（如图 3.6中右上角

的插图）。 为应变能密度， 分别为路径在 方向的外法线分量，对于

路径 外法线分量分别为 ，对于路径 外法线分量分别为

。并且，路径 的各分量相互抵消相加为 0，路径 上的各分

量为 0。因此，上式 J积分的表达为

(3.33)

上式中， 为界面黏附能。对于上一节中接触边界条件公式（3.23），我们

在这里只需要取其中一个 或 ，这两个边界条件具体取哪个更合

适，仍存在争议，在下文中将具体讨论。

首先，我们需要通过标度率（Scaling law）分析，确定适用于无量纲化的参

数。其中，界面能为 ，弹性基地的变形能约为 ，系统总能量最

小化可得由黏附力导致的基底纵向变形约为 ，横向变形长度约为

。利用这两个参数进行无量纲化，得到各无量纲变量为
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(3.34)

无量纲后的控制方程为

(3.35)

上式中， 。可见该系统仍只有一个无量纲参数控制，即

(3.36)

无量纲后的边界

(3.37)

其中， 为无量纲接触半径。下文将针对上式中两个边界情况分开讨论。无量纲

后的 J积分

(3.38)

若采用公式（3.37）的边界， ，结合公式（3.38）的 J 积分条件，

式（3.35）中方程的解为

(3.39)

对上式中无量纲接触应力在接触区内积分可得无量纲压头合力为
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(3.40)

其中，无量纲接触半径和压入深度之间的关系为

(3.41)

若采用公式（3.37）中的另外一个边界， ，结合公式（3.38）的 J积

分条件，接触区无量纲应力为

(3.42)

其中，系数 。对上式中无量纲接触应力在接触区内积分

可得无量纲压头合力为

(3.43)

无量纲接触半径和压入深度之间的关系为
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(3.44)

图 3.7 不同 系数下，无量纲载荷-位移关系，（a）边界条件取 ，（b）

边界条件取 。

根据公式（3.40）、（3.43）的解析解，图 3.7给出两种边界条件下的无量纲

压头合力与无量纲压入深度的关系，以及无量纲此参数的影响。图 3.7a 展示了

边界条件取 的结果，可以看出 较大时，本文给出基于高阶理论的结果

退化到 Winkler 地基模型的结果，随着 值的减小，载荷位移关系逐渐偏离

Winkler地基模型结果。其中值得注意的是，对于可压缩弹性薄层 值较大，弹

性层越不可压 值越小。随着 值的逐渐减小，也就是薄弹性层越不可压，最大

拉脱力由 逐渐转变为 ，这两种极限情况下的最大拉脱力与

已有文献结果一致。若边界条件取接触区边缘应力一阶导数为 0，即 ，

此时的载荷位移关系与前一种情况类似，薄弹性层可压缩时退化为Winkler地基

模型结果，最大拉脱力仍为 。薄弹性层越不可压，结果逐渐偏离Winkler

地基结果，不同的是最大拉脱力逐渐趋于 。
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图 3.8 双线性内聚力模型示意图

为了进一步验证上述理论模型，本文还进行了有限元计算模拟。模型中界面

设置为内聚力接触，采用双线性内聚力模型（如图 3.8所示）。为了简化计算，

该部分计算中，我们采用各向同性弹性基底。刚性球半径为 ，薄弹性层厚

度为 。弹性层杨氏模量 （分别对应 Tabor系数

为 0.86，1.2，2.5），泊松比 取值范围在 之间，实现对 值的

调节。双线性内聚力模型中，界面黏附能 （在不同 值时保持 Tabor

系数不变，需要对界面能 做微小调整），临界分离位移 。图

3.9给出了不同 值下的最大拉脱力变化，其中包括不同边界条件下的理论结果

和有限元计算结果。从图中可以看出，当薄弹性层的可压时（即泊松比较小，

）， 边界条件无论取 还是 ，理论结果与有限元结果都比

较吻合。当薄弹性层接近不可压时（ ），两种边界条件对应的理论结果均

与有限元结果有较大偏差，且有限元结果在这两种情况理论结果之间。为了确保

有限元结果的准确性，我们给出了不同 Tabor 系数（0.86，1.2，2.5）下的有限

元结果，可以看出计算结果不依赖于 Tabor系数。以上结果也说明理论中所取的

两种边界条件都不是完全准确，如何选取边界条件或者提出更合适的理论模型实

现对该接触、黏附问题准确描述，需要进一步探索。



44

图 3.9 不同 系数对最大拉脱力的影响，虚线是 情况的理论结果，实线

是 情况的理论结果，圆圈是不同 Tabor 系数下有限元计算结果。

3.4 本章小结

本章节研究中，我们通过摄动理论，研究了横观各向同性薄弹性层在复杂载

荷下的力学响应问题。针对可压缩和不可压缩薄弹性层，本研究建立了统一描述

其变形的力学模型。该模型能够有效描述薄弹性层的压缩性对其变形的影响，并

且这一模型能够用于解决压痕、黏附、撕脱等一系列力学问题。本文以刚性球与

横观各向同性薄弹性层体系的接触、黏附问题为例展开研究。得益于上述约化理

论的结果，可以直接给出接触区的载荷-位移关系，从而很大程度上简化了问题

的求解过程。在压入过程，不考虑黏附作用影响，本文的理论结果与有限元结果

吻合较好。在拉脱过程，考虑黏附作用的影响，理论模型中两种不同边界条件下，

得到的最大拉脱力不同，通过有限元结果分析了两种情况的适用性。本章节所得

的研究结果对研究各类薄层结构在复杂载荷下的变形问题具有重要的理论指导

意义。
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第 4章 总结

4.1 全文总结

本文针对横观各向同性薄弹性层的变形问题进行了深入探索。首先，通过积

分变换方法对横观各向同性薄层结构的变形展开初步探索，并在此基础上讨论了

刚性基底支撑的薄层与弹性板体系的压痕响应。然后，通过摄动法，建立了横观

各向同性薄层的约化变形理论，在此理论模型基础上研究了刚性球与薄弹性层体

系的压痕问题。全文得到的主要创新性成果如下：

1）针对薄弹性层变形理论的研究已较为广泛，但是关于“弹性板-横观各向

同性弹性层”的压痕耦合响应仍未见报道。在本研究中，我们利用积分变换方法，

探讨了由刚性基底支撑的薄横观各向同性弹性层上粘结的弹性板的压痕响应。具

体而言，本研究首次在 Hankel空间中推导了有限厚度横观各向同性弹性层的线

性法向力–位移关系。虽然该方法限制了问题为轴对称情况，但我们能够讨论半

空间与可压缩薄层的 Hankel 空间 Green函数，并验证在将材料常数取为各向同

性时，这些结果可退化为经典的各向同性半空间和各向同性薄弹性层的 Green函

数。

2）基于上述结果，我们进一步推导了弹性板-横观各向同性弹性层体系在小

半径压头与大半径压头两种极限情况下的压痕力–位移关系并给出了压头尺寸

对压头刚度的影响，解析解与有限元数值结果吻合良好。同时，我们还讨论了解

的适用性。具体表现为，当弹性层足够薄，刚性压头半径相对较大，弹性层刚度

较小，或者板的弯曲刚度较大时，薄弹性层的近似理论才适用。总体而言，本研

究结果为理解横观各向同性半导体材料在细长几何构型导电功能层应用中的力

学行为提供了定量理论指导。

3）现有的薄弹性层变形理论，主要解决了可压缩和不可压缩这两种极端情

况的薄弹性层的变形问题。目前，尚未有研究结果能够有效描述薄弹性的可压缩

变形到不可压缩变形的转变。本研究工作采用摄动法，针对横观各向同性薄弹性

层建立约化变形理论。该约化变形理论能够刻画薄弹性层可压缩到不可压缩的转

变过程，实现对可压缩和不可压缩薄弹性层变形的统一描述。
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4）根据上述理论结果，我们还研究了刚性球与薄弹性基底之间的无摩擦接

触、黏附问题。我们的理论解能直接给出接触区的载荷-位移关系，从而很大程

度上简化了该问题的求解过程。该理论模型能够刻画不同压缩性薄弹性层的接触

问题，并且与有限元计算结果吻合很好。在拉脱过程，我们考虑黏附作用的影响，

并将此过程中临界接触区假设为裂纹尖端，裂纹扩展所需能量通过 J积分得到。

详细讨论了采用不同边界条件求解对最大拉脱力的影响。如果采用接触边界处接

触应力为零，则最大拉脱力为 （ 为刚性球半径， 界面黏附能）；

如果采用接触边界处接触应力的一阶导数为零，则最大拉脱力为 。为了

进一步验证边界条件的合理性，本研究还进行了有限元计算。从理论与有限元结

果的对比中可以看出，当薄弹性层为可压缩基底时，两种边界条件下的理论结果

与有限元结果差别不大；当薄弹性层为不可压缩基底时，两种边界条件下的理论

结果与有限元结果均有明显区别，且有限元结果在以上两理论结果之间，这表明

以上两种边界条件均不准确。

4.2 讨论与展望

本文针对横观各向同性薄层的变形问题展开研究，并取得一系列创新性结果，

但仍存在值得继续深入探索的问题：

1）本文在求解刚性球与薄弹性层的压痕问题时，在接触边界处，无论是取

接触应力为零，还是应力的一阶导数为零，两种结果均与有限元结果存在偏差。

如何选取合适的边界条件得到更准确的结果值得进一步研究。

2）本文第三章中针对薄弹性层变形得到的理论解，在法线方向的载荷-位移

关系可以退化为Winkler地基模型。从理论与有限元计算结果可以看出，本文得

到的高阶理论解答比Winkler模型更准确，可以认为是扩展的Winkler地基模型。

而切向的载荷位移关系可以退化为剪滞模型（Shear lag model），高阶的理论解

答是否可以修正经典的剪滞模型需要进一步探索。

3）薄弹性层结构存在各领域，从轨道交通、柔性电子器件得到生物组织，

其尺寸从宏观到微观。其中尺寸效应的影响不容被忽视，需要建立合适的跨尺度

模型来深入讨论。
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