
分类号                   密级                

U D C                   编号                

 

 

 

 

北   京   大   学 

 

博 士 后 研 究 工 作 报 告 
 

 

 

          薄板结构界面粘附行为的理论研究及其应用 

 

 

李航 

 

 

 

工作完成日期    2022 年 6 月-2025 年 6 月  

报告提交日期      2025 年 6 月 

 

 

北  京  大  学  （北京） 

 

2025 年 6 月 



 

 

 

 

 

  



 

 

 

北京大学博士后研究报告原创性声明和使用授权说明 

 

原创性声明 

 

本人郑重声明： 所呈交的博士后研究报告，是本人在合作导师的指导下，独立进行研究

工作所取得的成果。除文中已经注明引用的内容外，本论文不含任何其他个人或集体已经发表

或撰写过的作品或成果。对本文的研究做出重要贡献的个人和集体，均已在文中以明确方式标

明。本声明的法律结果由本人承担。 

 

报告作者签名：            日期： 2025 年 6 月 1 日 

 

博士后研究报告使用授权说明 

（必须装订在提交学校图书馆的印刷本中） 

 

本人完全了解北京大学关于收集、保存、使用博士后研究报告的规定，即： 

⚫ 按照学校要求提交博士后研究报告的印刷本和电子版本； 

⚫ 学校有权保存博士后研究报告的印刷本和电子版，并提供目录检索与阅览服务，在校

园网上提供服务； 

⚫ 学校可以采用影印、缩印、数字化或其它复制手段保存博士后研究报告； 

⚫ 因特殊原因需要延迟发布博士后研究报告电子版，授权学校□一年/□两年/□三年以

后，在校园网上全文发布。 

 

（涉密报告在解密后遵守此规定。） 

 

 

 

报告作者签名：             合作导师签名：            

日期：  2025 年 6 月 1 日 

  



 

 

 

  



 

 

 

薄板界面粘附/脱粘行为的理论研究及其应用 

 

 

 

 

Theoretical investigation and applications of interface adhesion/delamination 

mechanisms 

 

 

 

 

博   士   后   姓   名：李航 

流动站（一级学科）名称：北京大学力学 

专  业（二级学科）名称：固体力学 

 

 

 

 

 

研究工作起始时间: 2022 年 6 月 15 日 

研究工作期满时间: 2025 年 6 月 15 日 

 

 

 

 

北京大学工学院（北京） 

2025 年 5 月



 

 

 

 



摘要 

I 

摘 要 

近年来，柔性电子器件和微/纳机电系统（M/NEMS）快速发展，其中广泛存在微梁

或薄板的界面粘附问题，严重影响器件的服役可靠性与稳定性。本研究从力学角度系统

分析了微纳尺度下薄板的粘附行为，旨在为不同服役环境中的结构设计与失效预测提供

理论依据。 

首先，针对薄板在界面作用力作用下的弯曲与拉伸耦合响应，分析了预应力、弯曲

刚度与拉伸刚度之间的竞争关系，识别出控制粘附行为的关键无量纲参数。基于此，构

建了弯曲主导、拉伸主导与预应力主导等不同物理区域的划分框架，并在各区域中推导

出黏附长度的解析或渐近表达式。相关理论结果与二维材料（厚度范围 3-500 nm）实验

数据相符，验证了模型的适用性。 

其次，考虑弹性基底上薄板的脱粘行为，系统研究了弹性胶层的可压缩性对粘附过

程的影响。通过解析建模、有限元模拟及桌面实验发现，由于胶层通常具有较大的几何

细长比，即使是典型弹性体也可视为近似可压缩材料。在此条件下，脱粘前沿处常见的

零压强与零压强梯度边界条件在考虑能量释放率的前提下，二者的差异在工程应用中可

忽略。 

最后，针对微纳尺度下界面作用力的显著尺度效应，构建了考虑可变形基底和长程

界面作用的统一粘附模型。研究表明，基底弹性将显著改变传统 Griffith 或 JKR 类型模

型中的临界黏附条件。我们引入一个统一的过渡参数，以判断何时可忽略基底弹性。在

小尺度结构中，界面由尖锐的黏附前沿过渡为平滑的作用力分布（如 Lennard-Jones 势），

并随着系统尺度的增大逐渐回归至宏观 Griffith 型黏附行为。 

 

关键词：粘附/脱粘，几何非线性，弹性基底，跨尺度 
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III 

ABSTRACT 

The rapid development of flexible electronics and micro/nano-electromechanical systems 

(M/NEMS) has brought increasing attention to interfacial adhesion problems involving 

microbeams or thin plates, which critically affect device reliability and stability. This study 

provides a comprehensive mechanical analysis of adhesion behavior in micro- and nanoscale 

plate structures, offering theoretical insights for structural design and failure prediction under 

diverse service conditions. We first investigate the coupled bending and stretching responses 

of thin plates subjected to interfacial forces, focusing on the competition among bending 

stiffness, stretching stiffness, and prestress. Key dimensionless parameters governing the 

adhesion behavior are identified, enabling a classification of distinct physical regimes: 

bending-dominated, stretching-dominated, and prestress-dominated. Analytical or asymptotic 

expressions for the adhesion length are derived in each regime, and the theoretical predictions 

are validated by experimental data from two-dimensional materials with thicknesses ranging 

from 3 to 500 nm. 

Building on this framework, we further study the adhesion and delamination behavior of 

plates on elastic substrates, with particular emphasis on the role of adhesive layer 

compressibility. Through analytical modeling, finite element simulations, and tabletop 

experiments, we demonstrate that typical elastomeric layers due to their high slenderness can 

be approximated as compressible in practical applications. As a result, the commonly used 

zero-pressure and zero-pressure-gradient boundary conditions at the delamination front yield 

negligible differences in engineering contexts, provided that the energy release rate is properly 

accounted for.  

Finally, to capture the scale-dependent nature of adhesion, especially at small scales 

where long-range intermolecular forces become dominant, we develop a unified model 

incorporating deformable substrates and long-range interfacial interactions. We show that 

accounting for substrate elasticity qualitatively alters the critical adhesion conditions predicted 

by classical Griffith or JKR-type models. A single transition parameter is introduced to 

determine when substrate elasticity must be considered. At small scales, sharp adhesion fronts 

are replaced by smooth interfacial force distributions (e.g., Lennard-Jones potential), while the 

adhesion behavior transitions back to the Griffith-type model as the system size increases. 

 

Keywords:  Stiction/Delamination, geometric nonlinearity, elastic foundation, multiscale 
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第一章 绪论 

1.1 研究背景及意义 

薄板/膜结构的粘附与脱粘行为是横跨微电子、生物医学及智能材料等多个前沿领

域的共性科学问题，其精准调控直接影响关键技术的可靠性与创新突破。在微纳机电

系统中（MEMS/NEMS），硅基底与悬臂梁的毛细诱导粘附已被证实是导致器件功能失

效的主要机制之一 [1]。这一问题在湿度敏感的微谐振器中尤为突出，其粘附失效概率

随环境湿度升高呈非线性增长 [2]。在生物医学工程领域，柔性电子表皮传感器的界面

脱粘会引发心电信号监测中断 [3]，生物医用粘胶在服役过程中会因承受机械循环载荷

而产生界面的疲劳脱粘 [4]，严重影响此类器件应用的可靠性。在二维材料领域，石墨

烯薄层密封腔体因范德华力驱动的非预期粘附，会导致气体阻隔测试的灵敏度明显下

降 [5]，严重制约其在超灵敏传感器中的应用。因此，建立多物理场耦合的薄板粘附理

论模型，是解决器件设计与可靠性问题的关键。 

从以上的应用背景可以发现，薄板/膜结构的粘附于脱粘问题存在以下特点：（1）

薄板弯曲变形与拉伸变形之间的竞争与非线性耦合，取决于薄板抵抗弯曲变形和拉伸

变形的力学特性；（2）基底刚度多样性，基底从刚性（硅基 MEMS）向超柔性（水凝

胶、弹性体）跨越，界面力学行为发生质变。在传统微纳机电系统中，刚性基底使粘附

能完全由薄板变形耗散；而在柔性电子器件中，软基底的弹性变形使得结构的能量耗

散变形十分复杂，给此类应用中粘附和脱粘行为的预测带来了极大的挑战；（3）粘附行

为的尺度依赖性，粘附作用从宏观（毫米级可穿戴器件）延伸至微观（纳米级二维材

料），作用力主导机制发生根本转变。在微纳尺度下，分子间的长程作用力的影响愈发

明显，界面表现出明显的尺度依赖性。除此之外，微尺度下金属材料与结构的力学行为

也表现出强烈的尺度效应。因此，开展薄板结构粘附行为的理论研究，揭示几何非线

性、基底刚度多样性和界面和材料尺度依赖性对于粘附行为的影响，已成为突破微纳

器件可靠性瓶颈的关键科学挑战。本章首先对当前粘附相关的研究工作进行简单介绍；

然后，介绍了本文重点关注的三个科学问题；最后，介绍了本论文的章节安排。 

1.2 研究现状 

关于刚性基底粘附问题的研究已有大量文献报道 [6-8]，重点探讨了粘附发生的判据

以及基底上粘附结构的几何特征 [9-13]。该领域常用模型为悬置于刚性基底上方且具有

微小间隙的弹性悬臂梁结构。例如，Mastrangelo 和 Hsu [10, 11]基于 JKR 模型考虑接触区
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域的界面能以及系统的变形能，通过最小自由能方法进行分析，研究了毛细力和粘附

力共同作用下此类结构的力学稳定性。此外，Mastrangelo [12]还运用该方法讨论了MEMS

中不同几何形状梁和板的粘附/脱附长度。De Boer 和 Michalske [13]从断裂力学角度

（Griffith 模型）研究了微梁粘附问题，通过分析系统脱粘过程中的能量释放率，并将

得到解析结果应用于悬臂梁粘附力的测量。Jones 等对循环点载荷作用下的 MEMS 悬

臂梁粘附特性进行了表征，研究了自由状态、弧形和 S 形三种平衡构型之间的转变 [9]。

Fang 等 [14]则同时考虑了梁横向挠曲引起的弯曲能和非线性拉伸能，探讨了几何非线性

对粘附行为的影响。在以上的梁结构粘附研究中，能量法与断裂力学分析法是最常用

的两类方法。具体而言，能量平衡法通过建立系统总自由能表达式 （其中

表征梁的弹性应变能， 代表结构的界面表面能），并基于最小势能原理求解 

（ 为待定接触区长度）来确定结构的平衡构型。断裂力学分析法则着重考

察能量释放率 这一关键参数，当系统处于稳定平衡状态时，必须满足

的能量平衡条件（ 为界面断裂能）。 

除上述 JKR 模型和 Griffith 方法外，Glassmaker 和 Hui [15]通过裂纹长度增量变化

引起的应变能改变（J 积分方法），计算了粘附系统的能量释放率。该方法直接聚焦于

粘附/脱附前沿，导出了以梁曲率或弯矩突变为特征的临界粘附边界条件。随后，Majidi

等 [16, 17]通过变分法推导得到了相同的粘附边界条件，并建立了适用于梁与弹性体粘附

问题的控制方程。最新研究进展方面， Okegbu 等 [18]和 Nguyen 等 [19]通过发展大挠度

条件下的 J 积分分析方法，成功将其应用于悬臂梁夹层复合材料测试构型的能量释放

率计算。该工作突破了传统小变形理论的局限，为复合材料界面失效分析提供了新的

理论工具。可以发现，J 积分方法可有效用于粘附问题去描述脱粘尖端出的能量释放率。 

在轴对称粘附问题的研究中，问题的复杂性源于薄板固有的非线性弹性特征，以

及板弯曲、横向挠曲引发的薄膜拉伸和板内初始残余预应力等多重因素的耦合作用。

现有成果主要集中于特定极限条件下的理论分析，忽略弯曲、拉伸和预应力三种效应

中的一种或两种进行简化，以获得相应的解析解或近似解。例如通过忽略圆板内部的

拉伸效应和预应力，将问题线性化后推导出解析解 [20-22]。针对薄膜拉伸引起的几何非

线性问题，Sun 等 [21]和 Gong 等 [23]采用了数值计算方法处理复杂的非线性方程，而

Williams [24]、Wan [25]以及 Xu 和 Liechti [26]则基于径向应力均匀分布的假设提出近似解，

但这些假设在物理本质上存在偏差。尽管薄板的临界粘附条件与粘附行为可在不同极

限条件下进行讨论，但这些不同作用机制的显现条件与适用范围仍不明确。因此，目前

仍缺乏能够为实验研究提供直接指导的机理图谱，用以规避或利用粘附现象。 

在刚性基底与薄板粘附的问题中，薄板的粘附与否取决于薄板的力学性质和界面

本征特性。但在柔性基底上，基底的变形使得问题变得复杂，粘附还与弹性基底的厚

度、杨氏模量及泊松比等力学参数密切相关 [27-31]。探究薄层粘接剂在机械载荷作用下
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的变形演化规律与裂纹萌生机理，首先需要准确描述薄层的变形。 

薄层弹性体变形研究中，Winkler 地基模型（又称弹性地基模型）是最广泛应用的

模型 [32]。该模型假定弹性层表面某位置 处的法向位移 与局部法向应力呈线

性关系，可表示为 

  (1.1) 

式中 为 Winkler 地基刚度系数。Skotheim 等 [33]借助流体动力润滑理论类比推导，得

到该刚度系数可表达为 

  (1.2) 

其中 、 和 分别表示弹性层的泊松比、剪切模量及厚度。在该理论模型中，弹性层

被等效为离散分布的弹性弹簧阵列，因而经典线性弹性断裂力学中的平方根奇异性特

征在此不再显现。尽管如此，研究者仍可通过变分分析法与 J-积分法计算 Winkler 弹性

地基对应的能量释放率： 

  (1.3) 

该能量释放率表征接触边缘或分层前缘处的力学状态 [34-38]。当 时发生界面分层，

其中 表示粘接层与被粘物间的有效界面韧性。 

值得注意的是，当粘接层接近不可压缩（ ）时，Winkler 地基模型的刚度系

数 会趋向无穷大，导致模型预测结果与实际情况不符。这是因为该模型未能考

虑不可压缩材料通过剪切产生的变形 [39, 40]。Dillard 等 [40]的研究表明，对于完全不可

压缩的薄粘接层，其垂直变形实际上与压力的二阶导数相关，具体关系可表示为： 

  (1.4) 

该模型已被拓展至二维构型的研究中，其中 为二维空间下的拉普

拉斯算子。不可压缩模量 的值取决于粘接层表面的边界条件：当表面剪切位移为零时

 [40, 41]；而当表面剪切应力为零时  [39]。这与流体润滑理论中的前

置系数类似 [42]。 

在上述的理论研究工作中，所用到的 JKR 理论、Griffith 理论和 J 积分方法在本质

上是等效的宏观研究方法，它们都假设界面特性可以仅用粘附能来描述。然而，当梁与

基底之间的间隙达到亚微米尺度时，采用 Dugdale 型方法（特别是基于 Lennard-Jones

势函数描述界面相互作用）去描述长程作用力更为合适。Liu 等 [43]通过对石墨薄片的

实验研究验证了这一方法的有效性。Wagner 和 Vella [44]的数值模拟进一步表明，当系
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统特征长度增大时，基于 Lennard-Jones 势函数计算的粘附行为会逐渐收敛到宏观跳跃

边界条件预测的结果。除此之外，微纳尺度下金属材料的力学行为也表现出强烈的尺

度效应。例如，当铜丝直径从 50 μm 减小到 20 μm 时，无量纲的扭矩增加约 2 倍 [45, 46]；

柔性基底上受限金属铬薄膜厚度从 500 nm 减小到 50 nm 时，断裂强度增加约 3.7 倍 

[47]。 

1.3 拟解决的问题及本文的研究内容 

1.3.1 拟解决的问题 

拟解决的问题 1：如何高效评估不同变形模式下界面粘附的。该问题的复杂性主要

源于薄板固有的非线性弹性特性，以及与三种力学效应间的复杂耦合作用：其一为板

弯曲变形，其二为横向挠度引发的薄板拉伸效应，其三为板内初始残余预应力。这三种

机制的协同作用使得理论建模面临本构方程非线性耦合的挑战。 

拟解决的问题 2：如何描述软基底对于界面脱粘的影响。弹性体粘接剂广泛应用于

各类工程系统中，其粘接层通常位于两个柔性或刚性基材之间。受限粘接层的力学参

数（包括厚度、弹性模量和泊松比）对粘接性能的影响与表面化学性质同等重要。已有

研究多在完全可压缩或完全不可压缩的假设下讨论该构型，但实际弹性体粘接层很少

呈现这两种理想状态。亟须定量刻画材料可压缩性对于脱粘行为的影响，以及探究脱

粘前沿边界条件的普适性和有效性。为航空航天、柔性电子等领域的粘接界面优化设

计提供了理论依据。 

拟解决的问题 3：如何描述界面粘附作用的尺度效应和材料力学行为的尺度效应。

发展合适的理论框架探究微纳尺度下基底弹性与界面长程作用力的耦合作用下薄板的

脱粘特性，揭示材料力学行为的尺度效应对脱粘行为的影响。可为微纳机电系统中柔

性粘接层设计、微流控芯片界面可靠性评估及可穿戴电子器件跨尺度粘附分析等工程

领域提供理论指导，为涉及软粘接层或微纳尺度结构的系统优化提供普适性理论工具。 

 

1.3.2 本文的研究内容 

针对上述拟解决的问题，本文对薄板粘附及开展了研究，余下各章节的安排概述

如下： 

在第二章，通过建立轴对称粘附问题的非线性控制方程和关键边界条件，系统阐

述该物理模型的理论框架。我们将识别若干关键物理参数，并探讨不同参数域下控制

方程的简化形式。重点研究四种典型工况：纯弯曲工况、弯曲-预应力耦合工况、纯预
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应力工况以及纯拉伸工况。针对每种工况，我们不仅推导出临界粘附条件和粘附长度

的解析解，还通过与完整控制方程的数值解对比验证了解析解的准确性。基于这些结

果，构建了相图去揭示轴对称粘附问题中薄板丰富的粘附行为特征，并具体说明该相

图在薄板器件结构可靠性实验评估中的应用方法。 

在第三章，首先建立平面条件下任意泊松比薄粘接层的力学模型，并推导相应的

脱粘条件，通过解析解、内聚区模型和实验相结合的方法，系统比较不同边界条件的计

算结果，并深入分析粘接层的等效可压缩性对于脱粘行为的影响。最后，总结本研究的

主要发现及其工程应用价值。 

在第四章，重点探讨薄弹性基底和长程界面力对粘附条件及行为的影响机制及其

适用边界。建立基于 Griffith 型和 Dugdale 型理论的薄板脱粘模型；通过定义脱粘区与

接触区特征长度的比值作为过渡参数，成功建立弹性/刚性基底结果的统一关联。最后

重点讨论 Dugdale 模型及相应的过渡参数。 

在第五章，总结全文主要内容和结论，并对薄板界面脱粘行为的研究进行了展望。
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第二章 薄板轴对称粘附的状态分析 

2.1 引言 

预拉伸弹性薄板与微腔底部的粘附现象，这种情形常见于从压力传感器到微流控

器件等各种薄膜器件中。该粘附现象在纳米/微机电系统领域亦称为"静摩擦"。我们研

究的几何构型具有轴对称特性（故将此问题称为"轴对称粘附"）。 

为实现对薄板粘附现象的预测或利用，建立能够预测粘附临界条件及粘附发生后

接触长度的理论模型至关重要 [48]。这正凸显了本文研究的薄板粘附问题（鉴于其轴对

称特性称为"轴对称粘附"）的核心价值。从粘附力学或断裂力学角度而言，固体表面间

的粘附能显然是驱动粘附现象的唯一能量来源 [49]。该问题的复杂性源于薄板固有的非

线性弹性特性，以及板的弯曲、横向挠度诱导的膜拉伸与初始残余预张力三者间的复

杂耦合作用 [50, 51]。现有研究主要集中于轴对称粘附问题的简化情况，忽略弯曲、拉伸

和预张力效应中的一至两项。尽管薄板的临界粘附条件与粘附行为可在不同极限情况

下讨论，但这些状态的出现条件与适用范围尚未完全明晰。因此，目前仍缺乏能为实验

研究中静摩擦现象的抑制或利用提供直接指导的状态图谱。 

本文重点讨论了由弯曲、拉伸和预张力效应相互作用所产生的轴对称粘附问题的

多种极限状态。具体而言，我们分析了该问题中的关键无量纲物理参数，并界定了这些

参数用于区分不同状态的范围。通过这种分类方法，我们推导出了不同状态下临界粘

附条件和粘附长度的解析/渐近解，其中多个解析解答在现有文献中尚未见报道。这些

解析结果不仅通过数值计算得到验证，还与基于 3-500 nm 厚度的二维材料的实验结果

进行了对比。因此，本研究完整阐述了与轴对称粘附相关的物理状态，建立的"状态图

谱"可直接用于评估快速发展的薄板器件的结构可靠性。 

2.2 轴对称粘附理论模型 

在第小节中，通过讨论非线性控制方程引入了轴对称粘附的物理模型。同时详细

阐述了求解该粘附问题所需的基本边界条件。研究识别出了该问题中的几个关键物理

参数，并探讨了在不同参数状态下控制方程可能的简化形式。 

2.2.1 轴对称模型 

如图 2.1 所示，典型器件中的轴对称粘附问题通常涉及厚度为 的薄板悬置于半径

为 、深度为的圆形微腔上方。在常规实验配置中，通常将薄板置于微腔顶部来实现
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该结构，这会导致板内产生残余应力或预张力  [52]。为简化分析，假设该预张力是均

匀分布。同时，我们考虑悬臂板边缘与基底接触处采用固支边界条件，这等效于在悬臂

板边缘施加恒定位移约束。多数实验中几何参数满足 和 的条件。基于此，

我们采用 Föppl–von Kármán（FvK）方程描述薄板的挠曲变形 [51]。在此框架下，薄板

的力学特性由泊松比 、弯曲刚度 和面内刚度 表征，其中 为杨氏模量。 

 

图 2.1 轴对称薄板粘附分析的示意图及参数标注。厚度为 的薄板粘附于微腔底部，粘附半径

为 。圆形空腔的半径为 、深度为  

当发生粘附时，薄板与微腔底部接触，形成半径为 的圆形接触区域（如图 2.1 所

示）。确定该 需要建立薄板与基底相互作用的界面定律 [53]。考虑到实际应用中微腔

深度从数十纳米到数毫米不等，采用单位面积粘附能 来表征界面作用。这一简化忽略

了分子间力的长程效应 [53, 54]。此外，我们有意忽略了薄板与基底间摩擦力的影响，但

对于很多结构是合理的，比如二维材料体系，因为其表面具有自润滑特性 [55]。 

2.2.2 关键参数 

本研究的主要目标是探究粘附发生的可能性，并分析 值如何受系统几何与物理

参数的影响。为此，我们引入以下无量纲参数（这些参数将在后文详细讨论）： 

  (2.1) 

其中 表示接触区域半径 与微腔半径 的相对比值，表征预张力 与挠曲诱导张力

的比值（薄板粘附会产生量级为 的拉伸应变）。 反映单位面积粘附能

与诱导拉伸能量密度（ ）的比值。 是比较诱导拉伸能量密度与弯曲能量密

度（ ），其中诱导曲率 。表 1 汇总了可穿戴电子器件、二维材料

器件等 M/NEMS 实验中的相关参数取值。我们基于最大残余应变为 0.1%估算了预张

力，结果发现 通常小于 10，而 的实验值分布在 10-2 至 107 范围内。这些特性促使

我们开展不同 和 状态下系统的 关系（粘附长度-粘附强度关系）的研究。 
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表 2.1 文献中相关器件的几何参数与控制参数汇总 

2.2.3 问题描述 

我们首先讨论薄板理论以及轴对称粘附问题的粘附判据。系统的总能量可表示为： 

  (2.2) 

其中 和 分别表示薄板中储存的弯曲能量和拉伸能量。基于线性材料本构和小假设 

[51]，这两个弹性能量项可展开表示为： 

  (2.3) 

以及 

  (2.4) 

此处， 表示薄板的面外位移（如图 2.1 所示）， ； 与 分别为径向和周向

应力合力。 和 则分别为径向和周向应变分量。根据

薄板中面的运动学关系，可得 及 ，其中 表示中面内的面内位移。 

能量原理（或称变分原理）是求解该问题最有效的方法，因为它可以推导出不同状

态下的控制方程和粘附条件。我们将变分原理应用于公式 2.1 可给出的总能量

，考虑移动边界条件，即 。令 ，可得到面内平衡方程： 
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  (2.5) 

对于 区域，同理，令 可导出面外平衡方程： 

  (2.6) 

对于 区域，其中 和 分别表示径向曲率和环向曲率，

微分算子 。平衡方程公式 2.5 和 2.6 是经典 FvK 方程的轴对称

形式 [51]。在薄板粘附区域 （此处 ），控制方程可简便求解。根据变分过

程中自然采用的连续性条件，我们得到悬浮部分的边界条件： 

  (2.7) 

其中第三个边界条件源于粘附区域内的等双轴应力状态。此外，在薄板/空腔边缘还存

在以下自然边界条件： 

  (2.8) 

其中的第三个边界条件源于预张力导致的规定面内位移。最后，总能量中的粘附效应

会导致接触区域边缘处薄板曲率发生突变： 

  (2.9) 

该条件在文献中已有讨论 [15, 17]。从物理意义上说，这一条件表明在粘附前沿处薄板的

能量释放率等于粘附能。 

为简化分析，引入 Airy 应力函数 ，令 和 ，此时面内平

衡方程公式 2.5 自动满足。因此，公式 2.6 可表示为： 

  (2.10) 

以及 Airy 应力函数的相容性条件 

  (2.11) 

其中 。 
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2.2.4 无量纲化处理 

我们选取薄板半径 和微腔深度 分别作为水平和垂直方向的特征长度，同时采

用固有面内刚度 对问题进行无量纲化处理。具体而言，进行如下变换： 

 (2.12) 

由此得到面外平衡方程的无量纲形式： 

  (2.13) 

以及相容性方程 

  (2.14) 

并满足以下边界条件： 

  (2.15) 

以及粘附条件： 

  (2.16) 

其中关键参数 、 、 和 已在公式 2.1 中定义。需注意 的选取具有任意性，因

仅 有具有物理意义。方程组 2.12-2.15 构成了轴对称粘附问题的完整理论体系。该

边值问题及其未知量 可直接通过 MATLAB 内置的常规边值问题求解器进行求解。下

文将针对 和 处于若干极限状态的情形进行解析求解。 

2.3 理论解答 

2.3.1 弯曲主导情形（ ） 

我们首先考虑一个简化情形，即系统的总弹性能仅包含弯曲能。此类轴对称情形

在文献中已有研究 [3, 20, 21, 23, 25, 56]，并给出了解析解答。此时，公式 2.3 简化为 
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  (2.17) 

该纯弯曲状态要求诱导弯曲能量密度（ ）远大于诱导拉伸能量密度

（ ）和预张力贡献的能量密度（ ），即根据公式 2.1 有 以及

。此条件下，控制方程可简化为： 

  (2.18) 

其解答为 

  (2.19) 

其中 ， ， 和 是积分常数。通过公式 2.15 可得 

  (2.20) 

以及一个可用于确定粘附长度 的表达式： 

  (2.21) 

该解析关系式 绘制于图 2.2 中（实线），同时展示了未简化问题（公式 2.13-2.16）

的数值解结果（彩色标记点）。显然，当参数满足 且 时，数值解收敛于公

式 2.21。图 2.2a 同时表明存在临界粘附能 ，当粘附能低于此值时粘附长度无解。最

终可求得该临界粘附能及其对应的临界粘附长度分别为 

  (2.22) 

其中上标 表示纯弯曲极限下的解。当 时，会出现两个满足粘附边界条件公式

2.21 或 2.14 的粘附长度解，但仅有一个具有物理意义。为说明这一点，图 2.2b 展示了

系统在 、 和 时的总能量变化。当 时，总能量随 单调递增，表

明 （即不会发生粘附）。在 情况下， 处出现局部能量极小值（图 2.2b

实心标记点），这定义了纯弯曲极限下系统可实现的最小粘附长度。对于给定的 ，

较小的解（记为 ）对应不稳定的局部能量极大值，而较大的解（ ）则对应稳定的局

部能量极小值。此时，薄板可能不发生粘附（对应能量边界状态）或以 的粘附长度与
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微腔底部结合，具体取决于薄板的初始构型或转移至空腔的精准程度。 

为便于指导薄板器件的设计，有必要重述 随 变化的函数关系（图 2.2c）。图中采

用虚线表示解的失稳分支，实线表示稳定分支。此外，我们通过令 和

，其中 ，对式 2.21 进行摄动求解，可以得到 

  (2.23) 

由此得到图 2.2c 中的虚线。类似地，当粘附力远大于弹性力时，可以获得渐进行为： 

  (2.24) 

 

图 2.2 纯弯曲极限下的粘附行为 (a) 粘附能随粘附长度 的变化关系。实线由式 2.21

给出，彩色标记点则通过数值求解方程组公式 2.13-2.16 获得（不同标记形状对应同

值，不同颜色表示 大小）；(b) 系统总能量 随 的变化曲线（取 和

）。实线通过将式 2.19 代入式 2.17 解析计算得到，彩色标记点基于公式 2.2 数值

计算；(c) 粘附长度-粘附强度关系曲线。实线来自公式 2.21，虚线分别为渐近解公式

2.23 和公式 2.24。实心标记点标注了系统可实现的最小粘附长度及纯弯曲极限下触发

粘附所需的最小粘附能。 

2.3.2 弯曲和预应力主导情形（ ） 

接下来考虑预张力的影响，同时仍忽略面内变形诱导张力的作用。该情形已在文
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献中研究过，但迄今尚未获得解析解 [25, 56]。沿用纯弯曲极限的思路，可假设该状态下

且 。然而，我们将证明该状态不仅限于 ，特别是考虑到本节解

析结果在 时可退化为纯弯曲极限（2.3.1 节已讨论），而在 时可退化

为预张力极限（2.3.3 节讨论）。更准确的极限状态划分应基于诱导拉伸能相对于弯曲能

或预张力贡献能可忽略的条件，即 或 。此时系统总能量可简化为： 

  (2.25) 

因此，控制方程可以表示为： 

  (2.26) 

公式 2.26 的解可通过将其转化为 的形式求解，其中 且 。

由此可以得到 ，因此通解为： 

  (2.27) 

其中 和 （ ）分别表示第 阶第一类和第二类修正贝塞尔函数。公式 2.26

中的积分常数可通过应用公式 2.27 中的边界条件确定： 

 (2.28) 

其中  

。此外，应用粘附条件公式 2.16 可得到粘附长度的表

达式： 

  (2.29) 

在图 2.3a 中，我们根据公式 2.29 绘制了不同 值下 随 的变化曲线，同时包含了

方程组（公式 2.13-2.16）针对不同 和 的数值解。可以看出，只要满足 或 ，

公式 2.29 对任意 值均成立。当 时，公式 2.29 趋近于与 无关的极限情
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况，即前文讨论的纯弯曲极限。值得注意的是，与纯弯曲极限中的粘附行为类似，同时

考虑弯曲和预张力的状态也存在临界粘附能/长度，超过该阈值会出现稳定的粘附长度

解。这一特性可通过图 2.3b 中不同 下总能量随 的变化曲线得以验证（该图特定取

和 ）。然而，与纯弯曲极限不同，在弯曲-预张力耦合状态下，临界粘

附能及其对应的临界粘附长度均与 相关，如图 2.4 所示。 

 

图 2.3 弯曲与预张力主导下的粘附行为：(a) 粘附能随粘附长度的变化关系（取决于特定

值）。曲线由式 2.19 给出，彩色标记点则基于方程组（公式 2.13-2.16）对不同 和 的数

值计算结果；(b) 结构总能量随脱粘长度的变化曲线（对应不同预设粘附能）。实线由式 2.25 解

析给出，标记点为未简化数值解（取 和 ）。  

我们进一步研究了系统在 较小和较大时的临界粘附能与粘附长度。对于

的情况，我们将公式 2.29 右侧进行渐近展开，保留至项 。值得注意的是，

该展开的首项与公式 2.22 右侧完全相同。因此，我们通过引入 和

来寻求最小粘附长度及其临界粘附能的摄动解。最终，得到以下结果： 

  (2.30) 



第二章 薄板轴对称粘附的状态分析 

16 

以及 

  (2.31) 

其中 和 已在纯弯曲状态的式 2.22 中讨论。类似地，我们在式 2.30 和 231 中给出

了 时临界粘附能和粘附长度的渐近行为。这些解析结果与式 2.29 一致，如图

2.2a 和 b 所示。 

2.3.3 预应力主导情形（ ） 

接下来考虑的是预张力主导其他效应（包括弯曲和诱导拉伸）的极限情况。延续前

述讨论，这要求预张力相关的能量密度（ ）远大于诱导弯曲能量密度

（ ）和拉伸能量密度（ ），即 和 。虽然文献已研究过

该特定情况，但临界粘附条件公式 2.9 如何简化尚不明确 [56-61]。我们再次通过最小化

总能量来求解，此时总能量表达式为： 

  (2.32) 

从能量的表达式最终可以得到控制方程为 

  (2.33) 

简化后的边界条件为 和 ，由此可得式 2.33 的解为 

  (2.34) 

忽略弯曲项后，控制方程的阶数降低。相应地，粘附条件等价于在 处施加一个

转折点，其斜率为： 

  (2.35) 

由此我们得到一个简单的粘附强度-粘附长度关系式： 

  (2.36) 
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我们在图 2.4a 中绘制了 关系曲线（实线），并与未简化模型针对不同 和

的数值解（彩色标记点）进行比较。可以发现，该纯预张力极限仅当满足 且

时成立。类似地，该状态下也存在临界粘附能 和临界粘附长度（图 2.4b），其

表达式为： 

  (2.37) 

此外，我们给出了当粘附能接近临界粘附能和趋近无穷大时的解析 关系： 

  (2.38) 

和 

  (2.39) 

这些关系同样展示在图 2.4c 中。 

 

图 2.4 弯曲与预张力主导下的粘附行为：(a) 粘附能随粘附长度的变化关系（实线为公式 2.36）

与不同 和 下数值解（彩色标记点）的对比；(b) 结构总能量随脱粘长度的变化曲线（对应

不同预设粘附能）；(c) 由式 2.36 给出的粘附长度-粘附强度关系曲线。实心标记点表示单纯预

张力主导下最小稳定粘附长度及其对应粘附能。 
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2.3.4 拉伸主导情形（ ） 

我们继续讨论轴对称粘附问题的最后一个极限情形-纯拉伸状态，即 且 。 

这意味着由粘附引起的诱导拉伸能量密度（ ）远大于诱导弯曲能量密度

（ ）和预张力相关能量密度（ ）。此时，系统的总能量表达式为： 

  (2.40) 

同样地，对总能量在移动边界 处进行变分分析，可以得到问题的控制方程，包括

面外平衡方程： 

  (2.41) 

以及相容方程 

  (2.42) 

此处为方便起见，我们采用 Airy 应力函数 ，其中 和 。在纯拉伸状

态下，该问题的求解需满足以下边界条件： 

  (2.43) 

以及 处的简化的粘附条件： 

  (2.44) 

先前针对公式 2.41-公式 2.44 描述的非线性问题的解析解通常需要引入应力均匀恒定

等假设，从而导致精度受限  [24, 25]。而 Jin [62]给出的解虽精确但为隐式，仅讨论了

时的极限情况，缺失临界粘附能等重要参数。本文采用 Scherwrin 型解法 [63, 

64]，其基本思想基于以下解的形式： 

  (2.45) 

此解答满足控制方程但是不满足边界条件。为此引入附加摄动项： 
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  (2.46) 

其中 且 。将式 2.45 代入平衡方程公式 2.41 和相容方程公式 2.24 并忽

略高阶项，可得到一对简化的摄动控制方程： 

  (2.47) 

和 

  (2.48) 

联立这两个方程可得到关于 的单一解析可解方程： 

  (2.49) 

可以解得： 

  (2.50) 

和 

  (2.51) 

该解可满足式 2.41 至公式 2.43 中的所有方程。具体而言，积分常数 和 由式 2.43 中

的边界条件确定： 

  (2.52) 

  因此，我们可以利用该摄动解及式 2.44 来确定满足以下关系的粘附长度 ： 

  (2.53) 

在图 2.5a 中，我们绘制了式 2.53 的解析 关系曲线，并与方程组（公式 2.13-

公式 2.16）的数值解（圆形标记对应 ，三角形标记对应 ）进行对比。发

现解析结果与数值解高度吻合，尤其在临界粘附点附近。此外，鉴于泊松比 的影响有
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限，此处采用 进一步简化式 2.52，可得到： 

  (2.54) 

以及 

  (2.55) 

其中 

  (2.56) 

 

图 2.5 拉伸主导下的粘附行为：(a) 粘附能随粘附长度的变化关系（实线为公式 2.52）与不同

泊松比下数值的对比；(b) 基于摄动解的粘附能与粘附半径关系曲线。  

2.4 实验对比 

在详细讨论了弹性薄板在不同参数区域的丰富粘附行为后，我们将这些解析结果

整合为图 2.6 所示的统一区域图。具体而言，我们分别标定了以下四种典型状态的临界

粘附条件和粘附长度：纯弯曲主导（适用于 ）；纯预张力主导（适用于

）；纯拉伸主导（适用于 ）；弯曲和预张力主导（适用于

）。需特别说明的是，弯曲-预张力耦合区包含 和 两组解

析解：前者在 时退化为纯弯曲解，后者在 时退化为纯预张力主导下的解。

各区域边界（即图 2.6 中实线）定义为渐近解与数值解的偏差达到 的位置。 

图 2.7 展示了该区域图在实验中的应用案例，包括表 2.1 总结的穿戴式电子器件

（石墨烯、二硫化钨、ecoflex）、二维材料器件和微/纳机电系统（M/NEMS）器件等多

尺度结构的可靠性评估。通过对比实验参数与理论区域的对应关系，可有效预测器件

在实际工况下的粘附失效风险。 
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图 2.6 轴对称粘附问题的参数区域图。在不同参数空间 内，触发粘附所需的临界粘附

能及对应的最小粘附长度具有显著差异。 

 

图 2.7 粘附理论预测与可穿戴器件、二维材料和 M/NEMS 器件实验观测的对比。图中

红色阴影区域表示实验中观察到粘附现象，蓝色阴影区域表示器件成功制备无粘附。(a) 

值比较小（可忽略诱导拉伸）的粘附区域图。实线为 时临界粘附能的数值

解，两条虚线分别对应弯曲-预张力耦合区在 和 时的渐近解（。(b) 大

值的粘附区域图。实线为 时采用腔体边缘固定（无滑移）边界条件的数值

解，点线为采用无剪切边界条件的数值解。显然，基底上的板滑移会降低临界粘附能从

而促进粘附发生。虚线分别为纯预张力极限和纯拉伸极限的摄动解 
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表 2.1 总结的薄板器件物理参数具有 极大或极小的特征。因此，我们在图 2.7 中

绘制了数值计算的粘附判据主曲线：对于 的情况（图 2.7a）表现为临界

关系，而对于 的情况（图 2.7b）表现为 临界关系。需要指出

的是，这些数值曲线可以通过相应的渐近/摄动解很好地近似。图中红色阴影区域表示

实验中发生了粘附，蓝色区域表示未发生粘附。绘制这些区域时，我们采用了以下参数

标准：二维材料板的粘附能取 或相应的文献报道值，而预张力通过假设

残余应变小于 估算得到。 

总体而言，理论预测与实验观测高度吻合。例如，Ma 等 [65]研究了可穿戴电子器

件中不同尺寸的 ecoflex 薄板稳定性（表 2.1 中 S1-S4 样本），发现 S2 和 S4 会发生塌

陷，而 S1 和 S3 保持稳定。该现象与理论完全一致：S1 和 S3 的无量纲粘附能低于粘

附判据线（图 2.7a 实线），而 S2 和 S4 则超过该阈值。Radha 等 [66]报道的 52 nm（S5）

和 12 nm（S6）石墨烯覆盖纳米通道是另一典型案例：较薄的 S6 样本满足粘附判据并

被观测到下陷，而较厚的 S5 因较小 维持了结构完整性。通过试错法，Yang 等 [5]

和 Esfandiar 等 [67]成功制备了顶板厚度 50-70 nm 的稳定的纳米通道，图 2.7 显示这些

几何参数完全符合理论判据的理性设计。最近，Ronceray 等 [68]设计的 6-48 nm 顶板纳

米开关器件中，即便最厚样本也观测到通道塌陷，这与图 2.7a 理论预测再次吻合。 

图 2.7b 展示了超薄板的实验研究结果。通过取 数值计算得到的粘附判据

线（实线，更大 值结果相同）可解释以下现象：Josea 等 [69]系统研究了不同尺寸腔

体上悬浮单层/双层石墨烯的粘附率，发现深度 630 nm、半径小于 腔体上的双层石

墨烯（S9）粘附率低于 ，而深度 285 nm、半径大于 腔体上的单层石墨烯（S10）

粘附率高达 。其他验证案例包括：Sun 等 [70]的气密性测试中单层石墨烯（S7-S8），

以及 Davidovikj 等 [71]的纳米压力传感器（S15）。需说明的是，处于粘附区的样本需机

械激励才会实际塌陷，而处于非粘附区的样本理论上不应发生粘附。Lee 等 [72]的谐振

压力传感器（S14）是唯一例外——其无量纲参数位于非粘附区，但石墨烯顶板在环境

条件下工作两月后仍发生塌陷。这可能是由于石墨烯基底滑移导致边界条件从无滑移

变为无剪切，从而使判据线下移（图 2.7b 点线）。 

2.5 本章小结 

本章通过理论与实验相结合，阐明了轴对称粘附问题的物理模型和关键无量纲参

数。我们重点分析了四种极限状态（纯弯曲主导区、弯曲-预张力耦合区、纯预张力主

导区和纯拉伸主导区）及其对应的参数适用范围，构建了包含详细解析解的参数空间

区域图。该图谱对薄板器件的设计具有重要指导价值，可有效避免粘附失效（传统实验

方法多依赖试错法）。 
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轴对称假设使得这一复杂粘附问题获得解析解成为可能。数值解与解析解均与文

献及本文实验数据高度吻合，但当涉及材料/界面的复杂行为（如基底上薄板的滑移和

屈曲分层）时会出现偏差。这些行为通常会降低薄板抵抗变形的能力，使得实际粘附比

理论预测更易发生。此外，滑移和屈曲分层会破坏系统的轴对称性，需进一步研究以完

善更精确的区域图谱。 

尽管本研究聚焦于刚性基底上的薄板粘附行为，柔性电子和微纳机电系统

(M/NEMS)领域日益广泛应用的软基底提出了一个核心科学问题：基底弹性如何影响粘

附特性。解决弹性基底效应的挑战主要体现在两方面：一是求解非线性控制方程，二是

确定临界粘附条件。鉴于几何非线性特性，可借鉴 Rayleigh 近似等方法，通过位移场

近似获得解析解。该方法已在等近期研究中得到成功应用，但针对不同参数区域构建

适宜的基底-薄板位移场简化模型仍具挑战性。此外，如式 2.9 所示的临界粘附条件会

因基底变形发生本质改变。虽然基于 Griffith 断裂力学和 JKR 粘附理论的总能量最小

化方法仍适用，但探索相应的局部粘附条件将具有重要理论价值。 
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第三章 弹性薄层对脱粘行为影响的理论和实验研究 

3.1 前言 

弹性体粘合剂广泛应用于各类工程系统中，其粘附层通常夹置于两个柔性或刚性

被粘物之间。在此类结构中，受限粘附层的力学特性参数（如厚度、弹性模量和泊松比）

与表面化学性质对粘附性能具有同等重要的影响。这一现象在典型构型——从受限粘

附层剥离柔性板材的过程中得到最新验证。虽然现有研究多基于材料完全可压缩或完

全不可压缩的假设展开讨论，但实际应用中弹性体类粘附层极少呈现理想的可压缩特

性。为厘清可压缩与不可压缩的理论争议，本研究选取典型构型——具有任意可压缩

性的粘附层-柔性板材剥离体系进行探究。 

3.2 理论模型 

3.2.1 问题描述 

受到 Ghatak [28]实验设计的启发，我们研究粘附在弹性薄层上的柔性薄板（薄层固

定于刚性基底，见图 3.1}）。重点分析在薄板左端（ ）施加垂直位移 所需的剥离

力 及其对应的脱粘长度 。为表征任意泊松比薄层的力学响应，采用 Chandler 和 Vella 

[39]通过摄动分析发展的"组合基底"模型，其中薄层厚度作为小参数处理。具体而言，薄

层位移场 满足： 

  (3.1) 

其中等式右侧第一项表示弹性薄层的 Winkler 型体积变形，第二项表征形状改变（剪

切）变形。假设薄板与薄层界面为无滑移条件，基底刚度可表示为： 

  (3.2) 

其中 为剪切模量， 为厚度， 为基底的泊松比。显然，当 时，该组合基底模

型退化为式 1.4 的完全不可压缩模型 [40]；当长细比较大且泊松比远大于 时，则退化

为式 1.2 的完全可压缩模型。对于横观各向同性薄层，包含高阶项的渐近分析可导出与

式 1.2 形式相同的基底模型。 
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图 3.1 柔性薄板从弹性薄层剥离的示意图。弯曲刚度为 的薄板粘附于剪切模量 、泊松比 、

厚度 的弹性薄层上。薄板左端施加垂直位移 引发界面剥离，形成长度为 的脱粘区放大视图

展示了脱粘前沿 J 积分计算的路径 

假设弯曲刚度为 的柔性薄板发生平面应变变形 ，其力学行为遵循 Kirchhoff-

Love 板理论。其控制方程可以表示为： 

  (3.3) 

其中 ， 表示薄板与薄层间的相互作用力。如图 3.1 所示，脱粘区（ ）

满足 ，接触区（ ）满足 。联立公式 3.1 和公式 3.2 可得薄板挠度的统一

控制方程： 

  (3.4) 

其中 为 Heaviside 阶跃函数。该公式与以往关于完全可压缩薄层和完全不可压缩薄层

上薄板的研究有所不同。 

求解该多点边值问题需要 11 个边界/匹配条件（10 个用于常微分方程，1 个用于确

定未知脱粘长度 ）。针对图 3.1 所示的实验构型，自然边界条件包括： 

  (3.5) 

以及挠度、斜率、曲率和剪力的连续性条件要求： 

  (3.6) 

其中 表示脱粘前沿 处的物理量跃变。此类高阶连续性条件与

刚性基底上的薄板剥离行为存在本质差异——后者在脱粘前沿处会出现曲率突变现象。 

为确定脱粘长度的临界条件，我们通过分析脱粘扩展所需的能量，采用 J 积分方
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法进行推导。具体而言，考虑沿脱粘路径 J 积分表达式： 

  (3.7) 

用于计算能量释放率 [73]，其中 为路径外法向矢量， 表示应变能密度，

和  分别为应力分量和位移分量。我们考察紧邻脱粘前沿的路径 见图 3.1 中的插

图，该路径可分解为 。基于线性板理论和式 3.1 的组合基底模型，

最终推导得到： 

  (3.8) 

我们通过忽略模态混合效应来简化分析，并假设界面粘附能（或界面韧性） 为常数。

由此可得脱粘前沿的跃变条件： 

  (3.9) 

最后，类似于典型的接触力学问题 [27]，我们仍缺少一个可由物理条件确定的最终方程。

文献中提出两种可能选择： (1) （即 ）保证高阶连续性；

(2) （即 ）使脱粘前沿处压力达到最大拉伸状态 [28]。本文首先采

用第一种条件，后续章节将证明：只要一致应用式 3.9，两种选择的差异仅体现为定量

结果不同。具体而言，第一种假设下 

  (3.10) 

因此，式 3.4 在边界条件公式 3.5、连续性条件公式 3.6 以及跳跃条件公式 3.9 的约束下

可解析求解。 

3.2.2 无量纲化 

我们首先讨论无量纲化前系统的特征长度。为建立脱粘区长度尺度 （ ）与系

统本征参数的关系，通过比较薄板存储的弹性能 与粘附能 ，可推导出弯曲-

粘附特征长度（又称弹性-毛细长度）： 

  (3.11) 
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在接触区（ ），根据体积变形与形状变形的主导作用不同，存在两个特征长度

尺度来描述挠度衰减区域。当体积变形主导时，得到经典 Winkler 长度： 

  (3.12) 

对于相对不可压缩的弹性薄层，当 时，特征长度由下式给出： 

  (3.13) 

对比这两个水平方向的特征长度可以得到： 

  (3.14) 

该特征长度可解释为弹性薄层的等效压缩性度量。值得注意的是，在典型实验（如文

献）中，薄板的弯曲刚度和厚度通常远大于粘附层（即 ）。这意味着除非薄层泊

松比 极度接近 ，否则参数 恒满足 。 

我们采用抬起的位移 和 Winkler 长度 作为标度化参数，具体定义以下无量纲变

量： 

  (3.15) 

以及无量纲化的等效粘附能 

  (3.16) 

基于上述无量纲化体系，原控制方程 3.4、边界条件 3.5、连续性条件 3.6 及粘附条件

3.10 所描述的力学问题可转化为以下无量纲形式： 

  (3.17) 

承受以下边界约束： 

  (3.18) 

连续性条件： 

  (3.19) 
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以及粘附跳跃条件： 

  (3.20) 

经无量纲化处理后，该问题仅依赖于两个关键参数：等效材料压缩性 与等效粘附能 。

需再次强调，除极端不可压缩材料外，式 3.17 中 恒满足 。 

3.3 解析解答 

3.3.1 通解 

我们进一步探讨可获得的解析进展。脱粘区内的解析解形式简明。接触区的解可

通过求解特征方程 获得，其中 满足 。由此可得三组根：

， 和 。当 时，仅存在一对实根 ，其表达式为： 

  (3.21) 

其中 。我们将其余两对复根表示为模量-幅角形

式 和 ，其中 

  (3.22) 

以及 

  (3.23) 

基于上述根的分析并结合边界/连续性条件，我们得到方程 3.17 的解为 

  (3.24) 

其中常数  依赖于 ， ， 及 的解析表达式。据我们所

知，该解析解为首次获得。 

  通过建立薄板端部的剪力平衡条件，可推导实现该剥离状态所需的无量纲化剥离

力： 
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  (3.25) 

其中 

  (3.26) 

需要特别说明的是，本文采用 来定义无量纲剥离力，其依据在于刚性基底上薄板的

经典剥离力解为： 

  (3.27) 

当脱粘持续扩展时，系统最终将达到稳态，此时薄层弹性效应可忽略不计。因此可以预

见，随着特征长度 增大，无量纲剥离力 将渐近趋近于刚性基底解 。 

需要特别指出的是，脱粘长度 作为问题的解的一部分，需通过式 3.20 给出的脱

粘条件进行求解，具体而言： 

  (3.28) 

  脱粘长度 同时取决于薄层压缩性参数 和等效粘附能 ，而根据式 3.16， 本身

又是提升高度、基底刚度和界面粘附能的函数。类比稳态或刚性基底情形，我们将通过

以下无量纲参数分析脱粘长度： 

  (3.29) 

由于 Obreimoff 经典理论给出的解为： 

  (3.30) 

  因此，对于给定的 ，我们可以基于式 3.28 计算任意压缩性 薄层的脱粘长度，并

通过式 3.25 确定所需剥离力。此外，当 时，无论材料压缩性如何，均有 、

和 。然而，式 3.28 给出的脱粘长度解并非总是存在，尤其在 较大

时。从物理上理解，这意味着当 较大（即强粘附、软基底）时，界面将完全不发生脱

粘。此时，只需令 ，式 3.20 给出的解析解仍然成立，而无量纲剥离力简化为： 
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  (3.31) 

此类无脱粘解与脱粘解公式 3.25 存在本质差异，可通过无量纲形式阐明：在脱粘

发生前，式 3.31 表明 的线性关系；而脱粘发生后，式 3.25 则近似给出 的

非线性依赖。这一对比关系将在图 3.2 和图 3.3 中进一步展示。 

3.3.2 完全可压缩情形 

图 3.2 展示了具有不同压缩性 的薄层中，脱粘长度和剥离力随等效粘附能 的变

化关系。正如预期，当 极小时，无论 取值如何，脱粘长度都会显著增大，系统趋于

稳态：此时薄板从弹性薄层上剥离的行为近似于从刚性基底剥离，其特征参数为

和 。对于有限 值，剥离力 略高于 ，而脱粘长度

可能远小于 。此外，当等效粘附能 超过临界值时，系统不发生脱粘，此时由式

3.31 给出的力-挠度关系呈现线性特征，如图 3.2b 中虚线所示，具体将在式 3.37 中讨

论。 

图 3.2 表明薄层的可压缩性会影响其脱粘行为。然而，对于充分可压缩的薄层（即

），   与 关系均趋于对应于完全可压缩极限的主曲线。具体而言，当

时，我们得到： 

  (3.32) 

根据式 3.31、3.32 和 3.33，在完全可压缩极限下，界面开始发生脱粘所对应的临界附

着能为 。这一临界值对应的有量纲临界抬起挠度为： 

  (3.33) 

类似地，临界剥离力为 ，其有量纲形式为： 

  (3.34) 

这清楚地表明，脱粘发生所对应的临界剥离力不仅受固有附着韧性的影响，还与系统

的力学性质有关，包括胶层的厚度、泊松比和剪切模量等参数 [30]。 

在发生脱粘之后，完全可压缩极限下的脱粘长度为： 
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  (3.35) 

其形式可进一步简化为： 

  (3.36) 

此外，剥离力关于板边缘抬起挠度的有量纲表达式为： 

  (3.37) 

这表明在脱粘发生之前，剥离力与挠度之间呈线性关系；而在脱粘之后，剥离力随抬起

挠度增大而减小（因为 大致与 成正比）。需要指出的是，为得到上述简洁的表达

式，我们采用了 Winkler 长度 对系统进行无量纲化，这与可压缩极限 是一致

的。然而，为了理解在 条件下的脱粘行为，更合适的做法是采用 进行无量纲化，

我们将在下文讨论这一情形。 

  

图 3.2 从具有可变可压缩性的薄弹性层上剥离柔性板，其中可压缩性由式 3.14 中的参数 表

征。(a) 无量纲脱粘长度 （定义见式 3.29）随有效附着能 （定义见式 3.16）的变化关系。

(b) 无量纲剥离力 （定义见式 3.25）随 的变化关系。彩色实线对应解析解，分别由式 3.25

和 3.28 给出。(b) 图中的虚线基于式 3.31，表示尚未发生脱粘。(a) 和 (b) 图中的虚线则分别

表示稳态解，即式 3.30 和 3.27 所示。灰色阴影区域表示在 （即完全可压缩极限）下的

无脱粘区。 

 

3.3.3 完全不可压缩情形 

当泊松比 时，Winkler 长度  趋近于零。在此情况下，需将式 3.16 中
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的 替换为不可压缩长度 ，以定义不可压缩条件下的有效附着能，即： 

  (3.38) 

图 3.3 中，根据式 3.28 和 3.25，绘制了不同 和 条件下薄层的无量纲脱粘长

度与剥离力关于 的变化曲线。显然，当 时，各曲线趋于一致，表明在完全不可压

缩极限下， 是唯一的控制参数。值得注意的是，与完全可压缩薄层的  不同，完全

不可压缩薄层的   不仅受基底弹性影响，还受其弯曲刚度的影响。我们将进一步展

示，这种对板材性质的依赖性可以被利用于实验中评估薄层的有效可压缩性。 

为了定量理解完全不可压缩极限下的脱粘行为，我们将 代入式 3.21、3.22 和 

3.23，得到 以及 。临界附着能为 ，即脱粘发生的临界抬

起挠度为： 

  (3.39) 

临界剥离力略大于稳态剥离力，其表达式为 ，对应的有量纲形

式为： 

  (3.40) 

在完全不可压缩极限下，脱粘长度表达式为： 

 (3.41) 

其表达式可简化为： 

  (3.42) 

对应不同抬起挠度的有量纲剥离力可以表示为： 

  (3.43) 
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图 3.3 从一层弹性薄层剥离柔性板，薄层的不可压缩性逐渐增强，其程度由参数  表征。(a) 

无量纲脱粘长度 （定义见式 3.29）随有效附着能 （定义见式 3.16）的变化关系。(b) 无量

纲剥离力 （定义见式 3.25）随 的变化关系。同样，彩色实线对应脱粘解，由式 3.24 和 

3.28 给出；(b) 图中的虚线对应无脱粘解，即式 3.31。而 (a) 和 (b) 图中的虚线分别由式 3.30

和 3.27 所示。灰色阴影区域表示在 （即完全不可压缩极限）下的无脱粘区。 

在研究了可压缩性对剥离行为的影响后，我们将分析结果总结于图 3.4 的区域图

中。该图以弹性层的可压缩性和剥离过程中的抬起高度为坐标，便于快速识别脱粘过

程中两个最关键的物理量——脱粘长度和剥离力。 

上述结果完善了我们基于脱粘前沿零压力假设所得的解析解。然而，目前尚不清

楚零压力假设与零压力梯度假设哪一种更为合理。为此，我们进一步在脱粘前沿采用

零压力梯度假设对问题进行求解。在此情况下，式 3.10 中的匹配条件变为： 

  (3.44) 

根据式 3.8 中的广义能量释放率，利用本节中相同的分析过程和无量纲化方法，我们

可以计算在脱粘前沿零压力梯度假设下，具有任意可压缩性的薄层对应的板材挠度、

脱粘长度及所需剥离力。随后，我们将这两组解析解与更为具体的内聚力模型仿真结

果进行对比分析。 
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图 3.4 不同可压缩性弹性层剥离的区域图。脱粘长度和剥离力的渐近行为可在不同的

空间中观察到。 

3.3.4 有限元计算 

我们采用模型结合有限元方法（FEM）对界面脱粘问题进行模拟。参照文献中的实

验参数 [28]，考虑一块玻璃板置于较软的聚合物薄层上，底部表面为完全粘结状态（见

图 3.1）。模型中采用典型的双线性黏聚本构关系，断裂能为 。基底材料

采用 neo-Hookean 模型，剪切模量为 ，厚度为 ；计算中，线性弹

性板的弯曲刚度为 。通过调整抬起挠度 来调控有效附着能 ，并通

过改变泊松比 来调节基底的有效可压缩性参数 。需要注意的是，式 3.1 所基于的复

合基础模型的适用性要求基底具有较大的细长比，即 ，这等价于： 

  (3.45) 

该要求在我们的有限元模型中是满足的，其中细长比 。 
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我们首先考虑图 3.5a 和 b 中的近似可压缩情形，此时基底的泊松比为 ，对

应的有效可压缩性为 。有趣的是，即使在尚未发生脱粘的区域（见图 3.5b 中的

阴影区域）， （实线表示）与 （虚线表示）两种边界条件所得到的解之

间也几乎没有差异。此外，解析结果与内聚力模型计算结果（用符号表示）表现出极佳

的一致性，仅在 附近，即脱粘刚开始的阶段，存在轻微偏差。这种微小偏差是可

以接受的，因为在该阶段 ，而内聚力模型中引入的过程区具有有限尺寸，这一因

素在我们的解析模型中未被考虑。随着脱粘的推进，两组解析结果均能准确预测脱粘

长度与剥离力，特别是在接近稳态行为时（见图 3.5a 的插图）。 

  

图 3.5 近乎可压缩情形下解析解与黏结区有限元模拟的对比。(a, b) 尺度化脱粘长度 (a) 和剥

离力 (b) 随有效附着能 的变化关系。(c, d) 与板粘结的薄层所承受的尺度化表面法向牵引

，其中 (c) 对应无预制裂纹的情况，(d) 对应预制裂纹长度为 的情况。所有

图中，实线表示在脱粘前沿处施加表面法向牵引连续性（即零压力）条件所得到的解析结果，

虚线表示假设法向牵引达到最大值（即零压力梯度）条件下得到的结果。标记点为有限元计算

结果，对应 。图 (b) 中灰色阴影区域表示无脱粘区。图 (c) 和 (d) 中蓝色阴影区域表

示边界层区域 。需要注意的是，有限元模拟中 (a) 和 (b) 使用了内聚力模型，

而 (c) 和 (d) 中未使用。 

为理解基于两种不同连续性条件的解析解之间差异趋于消失的原因，我们考察了

两种构型下板与薄层之间的相互作用压力：一种为无裂纹构型（图 3.5c），另一种为具

有长度为 的预制裂纹构型（图 3.5d），其中 ddd 为薄层的厚度。板与薄层之间为
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直接黏结，未引入内聚力单元。几何与材料参数与前述有限元模型中所用参数完全一

致。从图 3.5c 和 d 可以看出，无论是否存在预制裂纹，基于 的解析模型、基

于 的解析模型与数值结果之间的压力分布仅在一个局部区域内存在明显差异。

根据方程 3.17 所示，这一边界层的尺度为 ，在 时，该区域非常小。 

然而，能量释放率（或 J 积分）的评估直接依赖于边界层内的压力及其梯度。我

们将使用简化地基模型、基于式 3.8 计算所得的结果，与使用原始三维有限元模型、基

于式 3.7 的计算结果进行比较。结果显示，在无裂纹情形（ ）下，基于 条

件的地基模型在板边缘处计算的 J 值相较 FEM 的误差为 ，而基于 条

件的模型误差则为 。在存在预制裂纹（ ）的情况下，两种模型的误差进一

步减小，分别为 和 。因此，在该近乎可压缩的情形下，只要一致地使用广义 

J 表达式（式 3.8），选择使用零压力条件还是零压力梯度条件求解问题，并不会对结果

造成显著影响。 

我们进一步考虑图 3.6a 和 b 中近乎不可压缩的情形，此时基底的泊松比为 ，

对应的有效可压缩性为 。令人意外的是，当 较小时，分别基于脱粘前

端零压强和零压强梯度假设所计算的脱粘长度与剥离力几乎一致，且均与有限元结果

高度吻合。然而，当 相对较大，尤其是在接近或刚开始发生脱粘的阶段，这两组解析

解与有限元结果均出现偏离，而采用零压强条件所得到的解在预测剥离力方面仍具有

良好的准确性（见图 3.6b）。为进一步理解上述现象，我们分析了板-层界面的压强分布，

在有无预置裂纹的两种情况下分别进行了计算（见图 3.6c 和 d）。相比于压强梯度连

续条件，采用压强连续条件所得到的解析解在这两种配置下均与有限元结果表现出更

优的吻合性。 

但需要指出的是，从边界层分析的角度来看，无论是零压强条件还是零压强梯度

条件，严格来说都不是必需的或完全合理的。仅在本研究的一维设置中，采用零压强条

件的近似恰好没有引入显著偏差。 

因此，通过对近似可压缩与近似不可压缩情形的对比分析，我们可以得出结论：零

压强条件，或更一般地，连续的 条件，可作为板从任意可压缩性薄层上剥离问题的

良好近似。尽管如此，随着剥离过程的推进，零压强与零压强梯度条件在预测脱粘长度

和剥离力方面的差异较小。事实上，对于不同的 值，这两种条件之间的差异始终较小。

此外，J 积分方法在本质上等价于能量法（即通过对总自由能关于脱粘长度求极小值得

到的剥离准则）。然而，本文所采用的方法能够直接给出脱粘前沿的跳跃条件，从而使

得任意可压缩性情况下问题的解析求解更具可行性。 
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图 3.6 近乎不可压缩情形下解析解与黏结区有限元模拟的对比。(a, b) 尺度化脱粘长度 (a) 和

剥离力 (b) 随有效附着能 的变化关系。(c, d) 与板粘结的薄层所承受的尺度化表面

法向牵引 ，其中 (c) 对应无预制裂纹的情况，(d) 对应预制裂纹长度为 的情

况。所有图中，实线表示在脱粘前沿处施加表面法向牵引连续性（即零压力）条件所得到的解

析结果，虚线表示假设法向牵引达到最大值（即零压力梯度）条件下得到的结果。标记点为有

限元计算结果，对应 。图 (b) 中灰色阴影区域表示无脱粘区。需要注意的是，有限元

模拟中 (a) 和 (b) 使用了内聚力模型，而 (c) 和 (d) 中未使用。 

3.4 实验结果 

我们现在尝试回答前文提出的问题：薄胶层的脱粘行为是否受材料可压缩性的影

响？从上一节的结果可以明确看出，答案是肯定的。此外，我们已经表明，式 3.14 中

定义的 可用于衡量薄层的有效可压缩性，式 3.1 中的组合基础模型能够表征不同 条

件下薄层的变形行为，而式 3.7 中的 J 积分则可用来近似评估能量释放率。然而，我

们需强调的是，在实验中实现 通常是十分困难的，尤其当板比胶层刚性更大或更

厚时，除非胶层材料的泊松比接近 。为说明这一点，我们对聚二甲基硅氧烷（PDMS）

弹性体薄层进行了测试，该材料通常被认为近似不可压缩，其泊松比范围为

。 

如图 3.7a 所示，实验装置遵循图 3.1 中所示的示意图。弹性 PDMS 层通过将基

础聚合物与固化剂以 10:0.9 的质量比混合制备，混合物充分搅拌后置于真空腔中以去
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除气泡。随后将 PDMS 溶液均匀涂覆在丙烯酸基底上，并在 下固化两小时。固化

完成后，将 PMMA 薄板粘附于 PDMS 表面。在一块丙烯酸块体上加工出一个矩形孔，

作为滑块的滑动轨道，并在底座中央攻丝安装一根 M3 螺钉。缓慢旋转螺钉可带动滑

块上下移动，从而对上方的丙烯酸板施加位移 ，以避免产生速率相关效应。该螺钉的

螺距为 ，因此每旋转 ∘ 可使滑块上升约 。 

我们解析解在完全可压缩与不可压缩两种极限下所得出的一个有趣结果是，其脱

粘 行 为 （ 例 如  ) ） 分 别 仅 依 赖 于 与

。这表明，薄层材料的可压缩性或不可压缩性可以通过考察其

脱粘长度对柔性板参数的依赖关系加以判断。具体而言，对于厚度为 的板，在完全可

压缩的情况下，重标定的脱粘长度 依赖于 ；而在完全不可压缩的情况下，

则依赖于 。我们在实验中正是利用这种对板厚不同的依赖性来区分材料的可压

缩性，这一方法具有高度实用性，且无需测量剥离力。 

剥离实验在厚度为 的 PDMS 薄层上进行，所用柔性板的厚度分别为

、 、 、 和 。图 3.7b 显示了不同厚度板材的脱粘长度  

随抬起高度 变化的实验测量结果，脱粘长度与 近似呈平方根关系。随后，我们分别

在图 3.7c 及其插图中，将归一化脱粘长度 绘制为 和 的函数。图

中数据良好地汇聚，表明归一化脱粘长度对板厚的依赖性较弱，即在剥离实验中，PDMS 

薄层表现出可压缩性而非不可压缩性。值得注意的是，完全可压缩极限下的解析解（式

3.35），采用粘附能为 ，能够很好地拟合实验数据。 

为进一步阐明可压缩性的影响，我们针对不同基底泊松比的实验进行了额外的有

限元模拟。结果表明，当泊松比低于 时，模拟结果与可压缩极限及实验数据高度

吻合；而当泊松比达到 0.499 时，模拟表现出明显的不可压缩性，导致与实验观测结果

产生显著偏差。这些发现表明，尽管实验中使用的弹性薄层在体积形态下接近不可压

缩，但实际上表现出可压缩行为。图 3.7 中的结果可通过式 3.14 定义的有效可压缩性

参数 予以解释。即便 PDMS 薄层的泊松比为 ，其计算得到的可压缩性仍然

较大，随着板材厚度从 1 mm 增加至 10 mm， 变化范围为 10.1 至 99.2。该结果强调

了在粘附结合问题中应用完全不可压缩极限时应保持谨慎：即使是近乎不可压缩的材

料，在受限于细长几何形状时，也可能表现出可压缩性。 
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图 3.7 可压缩性测试。(a) 实验装置的照片，参照图 3.1 所示的结构。(b) 测量得到的丙烯酸板

从薄 PDMS 层剥离时的脱粘长度，标记颜色表示不同板厚，具体对应关系见色条。(c) 脱粘长

度的重标度结果随 的变化情况。实线表示在理想可压缩极限下、黏附能为 时的

解析解 3.35。插图展示了重标度后的脱粘长度关于 的变化。 

3.5 本章小节 

基于对弹性粘附层既非完全可压缩亦非完全不可压缩模型均不完全适用的考虑，

本研究探讨了柔性板材从具有任意可压缩性的粘附层上剥离的问题。我们讨论了适用

的简化基础模型以及由于粘附力存在而引入的匹配条件和跳跃条件。本研究所得若干

重要结论，对于实际应用中薄层粘接的设计与评估具有一定的指导意义。 

    材料的可压缩性在剥离行为中起着关键作用。我们讨论了式 3.14 中的参数 ，该参

数可用于表征薄粘附层的有效可压缩性，表明其不仅依赖于材料本征的泊松比，还与

层在挠曲时的有效细长比有关。对于任意可压缩性的薄层，文献中讨论的完全可压缩

模型和完全不可压缩模型均不完全适用。相反，我们证明了由式 3.1 给出的组合基础模

型，结合广义 J-积分条件，能够自洽地描述该剥离问题。针对任意可压缩性的薄层剥离

问题，缺乏更高阶的连续性条件，因此需借助物理图像加以确定。我们发现，在平面剥

离中，采用剥离前沿处压力的连续性更为合理。但当剥离长度超过薄层厚度的数倍时，

采用两种不同条件预测的剥离行为差异较小。 

我们工作中引入的可压缩性参数 为快速分析软基体材料——如 MEMS 和生物医

用系统中常用的材料——对剥离行为的影响提供了便利。基于弹性层可压缩性与剥离

过程中提升高度的状态图，使读者能够迅速识别剥离过程中的两个关键物理量——脱

离长度和剥离力。在实际涉及薄粘附层的实验中，实现高度不可压缩区间（ ）通常
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较为困难。因此，在高度可压缩系统（ ）中，采用压力连续性或压力梯度连续性的

差异可忽略不计。 
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第四章 长程作用力对界面粘附影响的实验及理论研究 

4.1 前言 

尽管细长结构在刚性基底上的粘附、附着及剥离行为已从多角度得到广泛研究，

随着柔性电子器件、微流控装置及微纳米机电系统（M/NEMS）的快速发展，基底材料

的可变形性逐渐受到重视。如图 4.1b 所示，许多工程系统采用了柔软的粘合层或弹性

涂层覆盖在刚性基底上 [28, 74, 75]。即使在更小尺度的范德华材料器件中（图 4.1c 和 d），

功能性薄板通常置于具有一定变形能力的分层（且各向异性）基底上 [52, 76, 77]。可变形

基底的引入不仅为这些系统的设计与性能提升提供了新机遇，同时也提出了一个基础

性问题：基底弹性如何影响结构的粘附或附着行为？这一问题在将基底视为弹性或粘

弹性半空间的背景下已有探讨 [78, 79]。然而，如图 4.1 所示，可变形基底的几何形态明

显呈现细长特征。尽管近期已有研究关注类似问题，如薄而不可压缩基底上薄板的剥

离行为，但关于薄而可压缩基底的存在如何影响先前为刚性基底推导的曲率跳跃条件 

[80]，仍未有清晰结论。此外，在半导体等微小尺度体系中，长程界面力与薄弹性基底的

耦合作用是迄今为止尚未充分研究的关键问题。 

 

图 4.1 弹性微梁/薄板在薄且可变形基底上的粘附行为。（a）示意图，显示薄弹性膜上的薄板剥

离过程，该弹性膜粘接于刚性基底上 [28]。鉴于弹性膜的细长几何形状，可根据文献将其视为

Winkler 基底 [33]。（b）相关实验照片，展示弹性薄板从弹性基底上剥离的过程 [75]。（c）典型二

维材料电子器件的示意图（图中为场效应肖特基势垒晶体管），功能性二维材料薄板置于其他
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分层结构之上，这些结构亦可视为横向各向同性基底 [76]。此类复合结构通常称为异质结构。

（d）典型器件的光学图像，展示了文献报道的石墨烯 MoS2器件 [77]。 

4.2 问题描述 

4.2.1 Griffith 方法 

我们首先从 Griffith 型视角出发，考察如图 4.2a 所示的一根弯曲刚度为 的梁，

该梁粘附在一层薄弹性层上。当在左端（ ）施加一个给定的挠度 时，定义梁的挠

度为 ，基底表面变形为 。假设在接触区内粘附完美，则对于 （其中 表

示粘附或脱粘前沿的位置），有 。基于线性梁理论，该问题的控制方程可表

达为： 

  (4.1) 

 

图 4.2 分析示意图及符号说明。(a) 梁或板的弯曲刚度为 ，其粘附在一层薄弹性层上，该弹

性层具有剪切模量 、泊松比 和厚度 。板的左端以零斜率被抬起，位移为 ，界面随后发生

脱粘，脱粘长度为 。梁的中性轴变形由 描述，弹性层顶部表面的变形由 描

述。(b) Dugdale 型模型示意图，其中梁与基底界面采用平滑的界面力学关系来表征。 
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对于 ，其中 是作用在梁上的分布力，满足以下条件： 

  (4.2) 

在 Griffith 型视角中，分布力仅存在于接触区域（ ），且与基底的变形成线性关系，

比例系数为常数刚度 。因此，式 4.2 中引入了 Heaviside 阶跃函数 。 

我们注意到常数 是一个物理参数。对于剪切模量为 、厚度为 、泊松比为 的

基底，利用类比流体润滑理论推导出： 

  (4.3) 

这表明薄基底可以用 Winkler 模型来描述，该模型由一系列独立弹簧组成，具有常数弹

性刚度 。需要注意的是，当 时，该模型可简化为刚性基底情况，但无法恢

复弹性半空间模型。Winkler 模型适用于描述可压缩薄弹性层的变形，但对于完全或近

乎不可压缩的弹性体（如常用的橡胶或聚二甲基硅氧烷（PDMS））则失效。这些材料

中基底变形与恢复力的拉普拉斯算子有关，导致控制方程为六阶微分方程，而非

Winkler 模型中常用的无耦合四阶微分方程。此外，温克勒弹簧床模型要求基底的细长

比足够大，即基底厚度远小于温克勒弹簧床的典型水平长度尺度。同时，由于 Winkler

刚度公式 4.3 是基于线性弹性理论推导，因此要求接触区域内基底的变形远小于其厚

度。最近，Chandler 和 Vella [39]证明只要泊松比不太接近 0.5，即满足 （其

中 是接触区域的水平长度尺度，后续章节将讨论），该模型仍然保持准确。另外，即

使基底为横向各向异性（如图 4.1b 所示），也可以采用温克勒弹簧床模型，此时弹性刚

度为： 

  (4.4) 

其中， 是横向各向异性材料的弹性常数。 

我们可以很自然地为图 4.2a 所示的问题确定几个边界条件，包括： 

  (4.5) 

其中 表示 。与刚性基底情况下在剥离前沿处梁曲率存在跳跃不同，可变形基底

的存在减弱了这种不连续性。具体来说，在 处，梁的剪力保持连续： 

  (4.6) 

其中 表示 。 
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最终需要满足的条件应涉及推进剥离所需的能量，该条件结合梁-基底界面的粘附

阻力，可用来确定剥离长度 。我们随后依据 Griffith 的线性断裂力学理论，通过考察

单位剥离增长时系统总势能 的瞬时损失，计算系统的能量释放率 。可以得到： 

  (4.7) 

    需要注意的是，刚性基底情况下的能量释放率已被报道为： 

  (4.8) 

因此，变形基底的存在将梁的挠度光滑度从 提升到了 类别。在本研究中，我们忽

略了模式混合效应和界面缺陷，并假设临界能量释放率或附着能 为常数。显然，实际

界面常表现出各种缺陷，如表面粗糙度、界面滑移和内部脱粘等，我们也承认这些因素

会影响附着行为。这些缺陷的影响应结合实验结果加以分析，以获得更准确的评估。本

研究主要聚焦于基底弹性和长程界面力对附着的影响。通过假设完全附着，我们简化

了分析，重点研究这些特定因素如何影响附着力学。因此，完成问题所需的最后一个边

界条件为： 

  (4.9) 

4.2.2 Dugdale 方法 

对于小尺度结构，长程界面相互作用被认为会发挥重要作用 [55, 81]。借鉴断裂力学

中 Dugdale 或黏结模型的思想，我们将式 4.2 中离散的梁-基底作用力替换为迟滞型的

London-范德华力，其形式采用 Lennard-Jones 势函数 [82]： 

  (4.10) 

其中， 是原子尺度下的平衡间距。需要指出的是，其他势函数形式（如非迟滞型的

Lennard-Jones 势、Buckingham 势以及依赖晶格配准的势函数）或许能更准确地描述复

杂的界面相互作用。然而，为了便于解析处理，本文仍采用式 4.10 的形式。基于式 4.10

将梁从基底表面自平衡间距分离至无限远所需的能量为单位面积下的黏附能 。在这种

Dugdale 类型的建模方式中，并不存在清晰定义的脱粘或黏附前沿，如图 4.2b 所示；

因此，我们定义的脱粘长度为基底表面形变最大的位置（在图 4.2b 中用粉色实心标记

表示）。此外，此时基底的表面变形已不再等同于梁的挠度——二者由式 4.10 中给出
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的分布载荷 联系起来： 

  (4.11) 

显然，随着基底刚度增大（即 ），在所定义的坐标系中， 会趋近于 。 

4.2.3 向稳态的过渡 

Griffith 型与 Dugdale 型模型中所呈现的弹性基底，因其类弹簧的变形特性，导致

了与刚性基底中曲率突变条件截然不同的边界条件。然而，在给定端部挠度 的情况下，

我们通常会预期出现较大的剥离长度 。需要指出的是，这里的端部挠度 被设定得足

够小，以确保在剥离过程中储存的弹性能始终以弯曲能为主导。这种设置使得我们所

考虑的问题更类似于以弯曲为主导的鼓泡试验，而非以拉伸为主导的剥离试验。在这

种情况下，随着剥离前沿的推进，基底中储存的弹性能基本保持不变，因此进入稳态，

此时基底弹性对能量释放率的影响将逐渐消失。换言之，在相同的临界能量释放率 下，

随着 或 的增大，弹性基底下的 Griffith 型与 Dugdale 型模型的结果应逐渐趋近于刚

性基底的结果。因此，一个关键的问题是：这一过渡是由哪个无量纲参数所控制的？ 

我们将表明，这一过渡参数可以通过比较剥离区与接触区内的特征水平长度来定

义。在剥离区域 中，相关的水平长度尺度较为直接，即为剥离长度 本身。为

了将该长度与系统的内在物理属性关联起来，我们可以比较两种能量：梁中储存的弹

性能 与界面粘附能 。这种能量对比将引入弯粘长度或称弹性毛细长

度这一特征尺度： 

  (4.12) 

事实上，已有研究在相同构型（见图 4.2a）但假设基底刚性不变的情形下，已表明 

  (4.13) 

接下来的任务是揭示接触区域中梁的变形特征，考虑基底弹性与远程界面作用力的影

响，这也将构成本研究余下部分的主要内容。 

4.3 Griffith 模型：弹性基底的影响 

4.3.1 尺度律分析 

我们首先讨论在可变形基底系统中涉及的长度尺度。该系统中需考虑两个主要的
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水平长度尺度：一个是在剥离区域（即式 4.12 中已给出的弹性毛细长度 ），另一个则

位于接触区域。对于 ，由式 4.1 和 4.2 可知，在接触区域中存在一个典型的 Winkler 

长度： 

  (4.14) 

在该长度尺度内，梁将引起弹性基底的变形。因此，自然地，我们可以比较这两个区域

中的水平长度尺度： 

  (4.15) 

该参数可被视为基底的有效刚度，有趣的是它与梁的弯曲刚度无关。因此，我们预期在

粘附能 较小、基底刚度 较大或施加挠度 较大时，有 ，此时所计算出的  

应趋近于式 4.13 所给出的刚性基底情形下的脱粘长度 。 

4.3.2 无量纲化 

我们主要关注在给定挠度 条件下的脱粘长度。接着，我们采用挠度 和弹性毛细

长度 对系统进行无量纲化。具体操作如下： 

  (4.16) 

接着，我们得到该问题的无量纲形式： 

  (4.17) 

对于 ，存在以下边界作用： 

  (4.18) 

以及一个用于确定脱粘长度的粘附条件 

  (4.19) 

方程 4.17 至 4.19 构成了完整的问题，其唯一依赖的参数为式 4.15 中定义的有效基底

刚度 。 
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4.3.3 解析解答 

利用边界条件 4.18，方程组 4.17 至 4.19 的解析解可以直接求得： 

  (4.20) 

其中 ，  和 （ ）为积分常数。我们利用边界条件 4.18 中的匹配

条件，可以得到： 

  (4.21) 

和 

  

 (4.22) 

最后，利用条件 4.19，我们得到了剥离长度的表达式： 

  (4.23) 

其中  

不同基底刚度 下计算得到的梁挠度如图 4.3a 所示（用彩色实线表示），图中还

标注了相应的剥离前沿位置（用彩色标记表示）。如预期所示，当 时，计算结果

逐渐收敛到刚性基底的极限（虚线曲线）。另一方面，在剥离前沿附近可以明显观察到

基底的变形（见图 4.3a 放大视图），这种基底变形导致系统的剥离长度减小（见彩色标

记）。有趣的是，我们发现只有当 时才会发生剥离或问题有解；否则，由粘附引

起的基底变形将完全填补由端部位移 所规定的间隙。 

我们进一步在图 4.3b 中绘制了由式 4.23 给出的解析 关系（以实线曲线表

示）。为了更清晰地理解剥离长度对 的依赖性，我们对式 4.23 进行渐近解法，令

，且  。由此得到： 

  (4.24) 

该式也绘制在图 4.3b 中（红色虚线）。值得注意的是，即使在 时，式 4.24 与完

整解的吻合度依然很好。然而，当有效基底刚度非常大时，我们需要针对式 4.23 在
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 的条件下寻找解。这将得到： 

  (4.25) 

该式绘制为图 4.3b 中的蓝色虚线。注意， 是刚性基底的解（见式 4.13）。这些结果

表明，参数 可以作为一个过渡参数，用以连接弹性基底与刚性基底的结果。 

 

 

图 4.3 梁在薄弹性基底上粘附的 Griffith 型建模。（a）不同有效基底刚度 下梁的无量纲挠

度。实线曲线为由方程（方程 4.20—4.22）给出的解析解。彩色标记表示剥离前沿位置。黑色

虚线曲线表示刚性基底的结果。（b）无量纲剥离长度随有效基底刚度的变化关系。实线曲线根

据方程 4.23 的解析解绘制。虚线曲线基于当 （见方程 4.24）和 （见方程 4.25）

时的渐近结果。标记表示 4.34 节中讨论的有限元计算所得结果。 

4.3.4 有限元计算 

我们注意到，上述简洁的解析解是基于假设弹性基底表现为弹簧式响应得到的。

该假设的有效性要求基底具有较大的细长比，即对于我们考虑的问题，需要满足基底

厚度远小于 Winkler 长度，即 ，或者满足以下条件： 

  (4.26) 

因此，尽管我们问题中的控制参数 与梁的机械性能无关，但梁的弯曲刚度对于解析

解的准确性仍然十分重要。此外，由于式 4.3 中的 Winkler 刚度是基于线性弹性理论得

到的，我们要求整个区域内满足位移幅值远小于基底厚度，即 。考虑到最大挠

度发生在剥离前沿，根据式 4.7 和 4.9，这一条件可通过以下不等式得到满足： 

  (4.27) 
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为了进一步验证 Griffith 型模型的结果，我们采用有限元方法（FEM）模拟该界面

剥离问题，使用了内聚力模型。参照文献[38]中的实验，梁体采用玻璃材料，薄弹性基底

采用聚合物薄膜，并且与其底面完美结合。界面采用典型的双线性黏结律，粘附能设定

为 。计算中，基底的剪切模量为 ，厚度为 ，梁的弯

曲刚度为 。在该条件下，参数 与 ，同时满足式 4.26 和

4.27 的 要 求 。 我 们 通 过 调 节 基 底 间 隙 高 度 ， 改 变 有 效 基 底 刚 度

和 。图 4.3b 中，有限元计算结果（以圆圈表示）与

Griffith 型模型的预测表现出优异的一致性。 

4.4 长程作用力的影响 

4.4.1 尺度律分析 

对于图 4.1b 所示的基于二维材料的半导体器件，更适合采用 4.2 节中讨论的 

Dugdale 型方法来理解梁的粘附行为。通过在公式 4.10 中引入 Lennard-Jones 型的范德

华势，我们无需假设宏观的剥离区和接触区。此外，长程界面牵引力引入了新的长度尺

度，值得进一步探讨。 

首先，类似于薄弹性基底的 Winkler 弹性基础模型，公式 4.10 中的界面牵引力可

以视为一组独立的非线性弹簧。对该势能在 条件下进行线性化，也能得到

范德华弹簧的等效刚度： 

  (4.28) 

沿着推导 Winkler 长度 （见公式 4.14）的思路，我们得到一个范德华作用的水平长

度尺度: 

  (4.29) 

此外，范德华势能中还包含一个固有的垂直长度尺度，即平衡间距 。有趣的是，当我

们比较“脱粘”区域和范德华作用区域的垂直长度时，发现 

  (4.30) 

这在概念上与比较“脱粘”区域与范德华作用区域中的水平长度是完全一致的。 
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我们可以将参数 理解为表征体系黏附行为是宏观（ ）还是微观（ ）的

转变参数。然而， 并非唯一决定因素，因为其中尚未考虑基底弹性的影响。这一点可

以通过按照式 4.16 对范德华势能进行无量纲化来加以说明： 

  (4.31) 

在该 Dugdale 型模型中，基底变形 ，也是待求解的一部分，需要结合附加的 

Winkler 方程 4.11 一同确定。该方程的无量纲形式为： 

  (4.32) 

4.4.2 刚性基底 

我们首先关注一个极限情形，在该情况下基底变形可以忽略，因此 或

（见图 4.2b）。根据式 4.31 和 4.32，这一假设成立的条件是 ，即： 

  (4.33) 

在物理意义上，该条件意味着基底刚度远大于范德瓦尔斯作用引起的表面位移所需的

反作用刚度。此时问题可大大简化为： 

  (4.34) 

满足以下条件约束： 

  (4.35) 

在这个简化问题中， 确实成为唯一的过渡参数。 

在图 4.4a 中，我们绘制了不同 值下的梁挠度曲线。可以明显看出，随着 的增加，

挠度曲线逐渐趋近于虚线所示的刚性基底 Griffith 型模型的结果。该虚线结果是通过求

解带有跳跃条件的梁方程（见式 4.8）得到的。此外，类似于弹性基底上的粘附行为，

当脱粘区域的梁逐渐靠近平衡间距时，由于范德华弹簧的变形，梁表现出轻微的向下

凹形变（详见图 4.4a 中的放大图）。值得注意的是，观测这种凹形变的合适长度尺度不

是弹性-黏附长度 ，而是范德华长度 。这一点也可以通过对控制方程 4.34 线性化

分析得到进一步验证。 

  (4.36) 
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这表明在“接触”区域内有 或 。我们将板产生最小向下挠度的位置定义

为 ，相应的挠度为 。在图 4.4b 中，我们通过将 轴以 的绝对值归一化，并

将 轴相对于 按照 进行归一化，重新绘制了该凹形区域的变形曲线，得到了一

个主曲线，进一步验证了范德瓦尔斯弹簧的挠度变化主要发生在长度尺度为 的区

域内。 

 

图 4.4 刚性基底上板的吸附行为在微观尺度下可通过 Dugdale 型模型描述。(a) 实线表示在不

同 条件下，数值求解控制方程 4.34 并施加边界条件 4.35 所得的挠度曲线。彩色标记点表示

对应不同 的脱粘点位置，虚线为刚性基底 JKR 型模型的结果；(b) 实线表示在定义的接触区

域内，不同 条件下板的挠度曲线。此处 轴以最小挠度 的绝对值归一化， 轴则以 

为尺度相对于最小挠度位置 归一化；(c) 刚性基底上 Dugdale 型模型下不同 对应的脱粘

长度 演化曲线，同时给出了 JKR 型模型的结果以作对比。 

不同于如图 4.4b 所示，Winkler 弹簧导致剥离长度减小，非线性范德瓦尔斯弹簧

则表现出增加表观剥离长度的趋势，如图 4.4a 所示。为了量化这一现象，我们在刚性

基底的 Dugdale 模型中，将剥离前沿定义为梁与基底间隙首次达到平衡间距 的位置，

条件是 处施加预设挠度 。这些剥离前沿以彩色标记示于图 4.4a，并在图 4.4c 中

以参数 的函数形式进行了总结。从黏附的微观视角看，Dugdale 型模型中的界面被视
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为剥离需要一个大小为 的过程区。当该过程区尺寸相比于特征长度尺度 可忽略

不计，即满足 。根据式 4.30，范德瓦尔斯力的长程效应可以被忽略。此时，剥离

长度回归至刚性基底下 Griffith 型模型的结果 ，该结果在式 4.13 中给出，并以图

4.4c 中的红线表示。 

为了从实验角度进一步验证从 Dugdale 型行为向 Griffith 型行为的转变，并捕捉长

程范德华力的影响，我们分析了文献 [68]和 [83]中的实验结果。图 4.5 展示了无量纲

剥离长度与无量纲间隙高度的关系。圆形标记对应的是双层石墨烯，三角形标记对应

的是来自文献 [83]的三石墨烯实验数据。明显可以看出，当参数 （即间隙高度较

小时），强烈的长程范德华力对剥离长度有显著影响。实验结果与我们 Dugdale 型模型

存在偏差，可能是由于少层石墨烯的异常弯曲刚度以及复杂的界面相互作用，这些因

素无法被简化的 Lennard-Jones 势模型完全描述。此外，我们还分析了文献 [68]中关于

二硫化钨不同厚度样品粘附于二氧化硅基底，且间隙高度为 48 nm 的实验数据。结果

显示，不同厚度的二硫化钨样品的无量纲剥离长度均接近 Griffith 型模型的解析结果，

即 。随着间隙高度的增加，长程范德华力的影响逐渐减弱，系统表现出由 Dugdale

型模型向 Griffith 型模型的明显转变。 

 

图 4.5 二维层状材料在不同间隙高度基底上的剥离行为实验结果。横轴表示间隙高度，纵轴表

示无量纲剥离长度。圆形标记对应文献[83]石墨烯的实验数据，三角形标记表示三层石墨烯的

实验数据。方形标记表示文献[68]中不同厚度的二硫化钨粘附于二氧化硅基底的实验结果。 

4.4.2 可压缩基底 

最后，我们在考虑基底弹性和长程界面力的基础上，研究微梁的粘附行为。基于前

几节中建立的理解，现讨论“接触”区域的特征水平长度。Winkler 弹簧与范德华弹簧的

结合表明，其有效弹簧刚度为： 
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  (4.37) 

这里我们根据线性化的范德华弹簧方程 4.36 加入了一个 27 的前置因子，以更精确地

描述范德华弹簧常数。由此，相应的特征长度可表示为 

  (4.38) 

显然，当满足式 4.36 时， ；反之，则有 。将弹性毛细长度 与接

触区的该有效长度进行比较，得到： 

  (4.39) 

该参数应为弹性基底下 Dugdale 型模型的综合转变参数。从概念上看，当 （即

）时，该参数与弹性基底下 Griffith 型模型中式 4.15 中的 $\Kw$ 相似；而当

（即 ）时，则与刚性基底下 Dugdale 型模型中式 4.30 中的 相对应。 

根据方程 4.1、4.10、4.11 以及无量纲化关系 4.16，弹性基底的 Dugdale 型模型问

题可表述为求解以下方程： 

  (4.40) 

受限于边界条件 4.35，该问题依赖于参数 和 。我们在图 4.6 中分别以 （图 4.6a）

和 （图 4.6b）绘制了不同 下通过数值计算得到的梁的挠度曲线。再次观察到

接触区内梁的向下凹形挠曲，并定义最小向下挠度的位置为 ，对应的挠度值为 。

通过将挠度归一化为 ，横坐标归一化为 ，得到所有计算数据的主曲

线（图 4.6c），这表明有效长度尺度 能很好地刻画该问题的水平长度尺度。 

脱粘前沿位置 定义为基底表面出现最大变形的位置，如图 4.6b 所示。我们

在图 4.6d 中展示了不同 值以及两个特定 值（分别为 1 和 10）下的脱粘长度。基于

之前的讨论，我们可以将 视为微观与宏观粘附行为之间的过渡参数， 视为弹性基

底与刚性基底之间的过渡参数，而 则是向刚性基底宏观粘附行为过渡的组合过渡参

数。图 4.6d 中弹性基底下 Dugdale 型模型的数值结果（用标记表示）进一步验证了这

一点：当 足够大时，模型结果趋近于弹性基底的  Griffith 型模型（实线，由式 

\eqref{eq:L_JKR} 给出）；而要使其趋近于刚性基底的 Griffith 型模型（ ，

式 4.23 所示，则需要同时具有较大的 和 ，从而保证较大的 。 
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图 4.6 基于 Dugdale 型模型描述的微尺度可变形基底上薄板的粘附现象。(a) 实线曲线通过数

值求解方程 4.40 得到，固定 ，不同 值；彩色标记表示脱附点位置；(b) 的计算

结果；(c) 在定义的接触区域内，不同 下薄板的挠曲曲线，纵坐标归一化为 的绝对值，

横坐标以相对于 的距离归一化为 ，实线表示 的结果，虚线表示 的结果；(d) 

JKR 型模型（实线）与 Dugdale 型模型（彩色标记）在不同 和 条件下的脱附长度 对比。 

4.5 本章小结 

本研究探讨了微梁在弹性基底上的粘附行为，重点分析了基底弹性和长程界面力

的影响。我们构建并分析了 Griffith 型和 Dugdale 型模型，以理解关键的粘附条件及行

为。研究发现，所有模型均可通过一个定义的过渡参数收敛到经典的刚性基底粘附问

题。该参数包含两个长度尺度：脱粘区域内的特征弯曲粘附长度或弹性毛细长度，以及

根据基底弹性和长程界面力的具体影响所决定的 Winkler 长度、范德华长度或组合长

度。结果显示，基底变形会减小脱粘长度，而长程界面力的引入则会增加表观脱粘长

度。尽管我们的研究集中于图 4.1 中所示的简单结构，但我们预计所建立的理论框架可

方便地扩展到包括微纳米机电系统、微纳米流体器件及含软性粘合层或超小尺度结构

的可穿戴电子设备等多种工程系统的不同配置中。 
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第五章 总结与展望 

5.1 全文总结 

建立轴对称粘附问题的非线性控制方程和关键边界条件，系统阐述该物理模型的

理论框架。我们将识别若干关键物理参数，并探讨不同参数域下控制方程的简化形式。

重点研究四种典型工况：纯弯曲工况、弯曲-预应力耦合工况、纯预应力工况以及纯拉

伸工况。针对每种工况，我们不仅推导出临界粘附条件和粘附长度的解析解，还通过与

完整控制方程的数值解对比验证了解析解的准确性。基于这些结果，构建了相图去揭

示轴对称粘附问题中薄板丰富的粘附行为特征，并具体说明该相图在薄板器件结构可

靠性实验评估中的应用方法。 

建立平面条件下任意泊松比薄粘接层的力学模型，并推导相应的脱粘条件，通过

解析解、内聚区模型和实验相结合的方法，系统比较不同边界条件的计算结果，并深入

分析粘接层的等效可压缩性对于脱粘行为的影响。最后，总结本研究的主要发现及其

工程应用价值。 

探讨薄弹性基底和长程界面力对粘附条件及行为的影响机制及其适用边界。建立

基于 Griffith 型和 Dugdale 型理论的薄板脱粘模型；通过定义脱粘区与接触区特征长度

的比值作为过渡参数，成功建立弹性/刚性基底结果的统一关联。最后重点讨论 Dugdale

模型及相应的过渡参数。 

5.2 本文创新点 

本文的主要创新点如下： 

（1）实现高效评估不同变形模式下界面粘附。考虑板弯曲变形，向挠度引发的薄

板拉伸效应以及板内初始残余预应力的耦合作用，构建了考虑此三种机制的协同作用

的理论模型，给出不同极限情形下的简化解答，可在不同应用场景下对薄板的粘附行

为进行有效预测。 

（2）描述弹性基底对于界面脱粘的影响。弹性体粘接剂广泛应用于各类工程系统

中，其粘接层通常位于两个柔性或刚性基材之间。受限粘接层的力学参数（包括厚度、

弹性模量和泊松比）对粘接性能的影响与表面化学性质同等重要。已有研究多在完全

可压缩或完全不可压缩的假设下讨论该构型，但实际弹性体粘接层很少呈现这两种理

想状态。亟须定量刻画材料可压缩性对于脱粘行为的影响，以及探究脱粘前沿边界条

件的普适性和有效性。为航空航天、柔性电子等领域的粘接界面优化设计提供了理论
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依据。 

（3）描述界面粘附作用的尺度效应和材料力学行为的尺度效应。发展合适的理论

框架探究微纳尺度下基底弹性与界面长程作用力的耦合作用下薄板的脱粘特性，揭示

材料力学行为的尺度效应对脱粘行为的影响。可为微纳机电系统中柔性粘接层设计、

微流控芯片界面可靠性评估及可穿戴电子器件跨尺度粘附分析等工程领域提供理论指

导，为涉及软粘接层或微纳尺度结构的系统优化提供普适性理论工具。 

 

5.3 展望 

对于薄板粘附行为的研究而言，本文仅关注了几何非线性、弹性基底和长程作用

力对粘附行为的影响。关于相关方面尚有诸多问题尚待解决，具体如下： 

（1）尽管本研究聚焦于刚性基底上的薄板粘附行为，柔性电子和微纳机电系统

(M/NEMS)领域日益广泛应用的软基底提出了一个核心科学问题：基底弹性如何影响粘

附特性。解决弹性基底效应的挑战主要体现在两方面：一是求解非线性控制方程，二是

确定临界粘附条件。鉴于几何非线性特性，可借鉴 Rayleigh 近似等方法，通过位移场

近似获得解析解。该方法已在等近期研究中得到成功应用，但针对不同参数区域构建

适宜的基底-薄板位移场简化模型仍具挑战性。此外，临界粘附条件会因基底变形发生

本质改变。虽然基于 Griffith 断裂力学和 JKR 粘附理论的总能量最小化方法仍适用，但

探索相应的局部粘附条件将具有重要理论价值。 

（2）本研究所采用的相对简化的一维线性模型，使我们能够探讨一些此前未被充分认

识的粘附问题中的关键特征。然而，该模型忽略了多个重要因素。例如，在实际实验中，

脱粘前沿可能会发生不稳定，呈现波纹状形变或界面空穴等现象，从而使本文所得结

论失效。本研究所聚焦的实验主要涉及 PDMS 胶粘剂，其粘附能相对较低；而在粘附

能较高的情况下，剥离过程中往往会激发显著的几何或材料非线性，这些在本研究中

尚未考虑。此外，本文讨论的为准静态剥离问题；而在动态剥离情形下，胶粘层的速率

依赖性会显著影响界面强度。这种速率效应通常通过对粘附能进行经验性修正或引入

粘弹性本构模型来描述脱粘过程中的响应行为，但这也会在理论建模中引入额外复杂

性。本工作所讨论的是以弯曲主导的一维模型；而在轴对称构型下，随着剥离过程的推

进，薄膜的膜状拉伸效应将变得尤为重要，并可能伴随起皱不稳定性或屈曲驱动的脱

粘行为。这些局限性表明，未来的研究应进一步引入非线性效应、动态响应及不稳定机

制，以更深入地理解自然与工程系统中复杂的粘附行为本质。 

（3）本研究所采用的 Griffith 型和 Dugdale 型模型框架较为简洁，有助于揭示弹

性基底微梁脱粘的若干关键特征。然而，我们的分析未涵盖实际脱粘过程中可能出现
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的多种失效机制。例如，脱粘过程中可能发生复杂的三维失效模式，如指状不稳定性、

内部脱粘及不稳定裂纹扩展等。此外，粘合层及微梁材料在裂纹尖端附近可能表现出

塑性、孔隙弹性及粘弹性行为，这些均会显著影响脱粘准则，而这些因素无法通过本研

究所用的简化模型加以描述。 
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