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摘要

摘要

近年来，薄膜材料已在微纳机电系统、柔性电子、软体机器人、脑机接口等高新技

术领域获得广泛应用。薄膜的制备、精准转移与功能实现，均依赖其与空气、液相及

异质固体介质间的相互作用，致使表面与界面效应对其变形行为与服役性能至关重要。

与此同时，薄膜体系中表界面效应常与几何大变形、材料物理非线性耦合，传统线弹

性力学分析框架已难以准确描述其力学响应规律。因此，有必要建立能够描述薄膜非

线性变形与表界面效应的力学理论，以用于复杂界面约束条件下薄膜力学响应的预测

与分析。本文基于动边界变分原理，建立刻画含自由界面的薄膜非线性变形理论框架，

并系统分析表界面效应对薄膜力学行为的影响机制。本文主要完成的内容如下：

（1）基于总自由能最小化方法，结合薄膜与液体自由界面的能量表达，在 Föppl-von

Kármán理论框架下建立了薄膜-液滴非线性润湿模型，阐明了薄膜的弯曲、拉伸及表面

张力等作用在液滴诱导变形中的竞争平衡机制。结合满足标度能量平衡的薄膜面外变

形特征挠度，定义了表征宏观变形程度的无量纲“可变形性”参数；在薄膜总张力中综

合拉伸张力、预张力与表面张力的贡献，定义了表征弯曲效应在宏观尺度显著性的无

量纲“可弯曲性”参数。通过数值求解，揭示了在弯曲刚度等关键参数变化主导下，薄

膜在刚性极限、弯曲主导区间及拉伸主导区间的过渡规律与变形特征，从而为薄膜材

料本征接触角的表征提供了理论方案。

（2）发展了用于定量表征薄膜弹性毛细效应的实验与理论。基于面外加载实验中

薄膜弹性与毛细作用的耦合机制，设计了薄膜与不同介质接触的压痕实验，将薄膜弹

性毛细变形转化为可量化的力学响应。实验结果表明，相较于氮气-石墨烯界面，水-石

墨烯界面的压痕力-位移曲线呈现出明显而稳定的软化现象，反映了固液界面张力对薄

膜变形行为的调控。针对实验构型，建立了考虑表面张力作用的无矩薄膜压痕力学模

型，系统研究了界面黏附与表面张力对压痕响应的影响。通过调节模型张力与刚度参

数对实验结果进行拟合，验证了石墨烯的亲水特性。最后，针对薄膜实验中常见的下陷

效应、弯曲效应以及鼓泡实验构型，对薄膜的弹性毛细实验与理论研究方法进行了拓

展和推广。

（3）建立了薄膜界面黏附问题与动边界变分问题之间的等价关系，据此推导了适

用于非线性弹性薄膜体系的界面断裂准则。结合解析与数值方法，揭示了薄膜与刚性

球体无摩擦黏附接触条件下所呈现的普适脱粘力规律。针对肥皂薄膜与刚性球体的接

触问题，基于最小曲面原理给出了体系的解析解，并借鉴剥离问题中能量释放率的概

念，定义了接触线处的界面黏附，从而得到了相应的力-位移关系。在无矩薄膜理论框
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架下，通过对总势能进行变分，定义了接触问题的能量释放率，并系统分析了接触区几

何非线性描述对脱粘力的影响。针对超弹性薄膜，通过总自由能最小化推导了体系的

平衡方程与黏附接触条件，考察了材料参数、预拉伸及薄膜尺寸对脱粘过程中力-位移

关系和力-接触半径关系的影响，并在此基础上将常数表面张力效应纳入大变形分析框

架。结果表明，在上述各类薄膜体系中，脱粘力始终保持为 πΓadRs。该结果得到了基

于内聚力模型的有限元技术验证，为薄膜材料表面黏附性能的标准化表征提供了有力

的理论方案。

（4）将表面弹性效应与动边界变分相结合，建立了固体材料表界面问题的变分分

析框架。以任意形状悬浮薄膜与刚体的接触为例，变分推导得到了薄膜非线性表面弹

性与体弹性共同作用下的控制方程及相应边界条件，并进一步分析了该能量框架在含

固液界面的接触问题中的推广形式。针对典型的轴对称接触构型，系统考察了对称与

非对称表面弹性对黏附接触行为的影响规律。结果表明，非对称表面弹性将引入变形

连续性条件的改变，并导致脱粘力的相应变化。结合预拉伸条件下薄膜的变形特征，提

出了非稳定脱粘力的理论预测公式，从而为基于压痕方法定量表征薄膜材料表面弹性

性质提供了一种可行途径。

因此，本论文建立了考虑表界面效应的薄膜变形理论，并将该理论应用于薄膜的

非线性润湿、压痕、脱粘等问题，为柔性薄膜在工程应用中的变形与可靠性分析提供了

理论方案。

关键词：表界面效应，薄膜力学，能量变分，润湿，黏附
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ABSTRACT

ABSTRACT

Thin film materials have been widely adopted in advanced technologies, including micro-

and nano-electromechanical systems, flexible electronics, soft robotics, and brain-computer

interfaces. Their fabrication, transfer, and functionalization involve interactions with gases,

liquids, and solids, making surface and interface effects central to their deformation and per-

formance. Meanwhile, these effects are often strongly coupled with large deformations and

nonlinear material behavior, rendering linear elasticity inadequate for accurately describing

the mechanical response of thin film systems. Therefore, a theoretical framework incorporat-

ing nonlinear deformations and surface and interface effects is essential for reliable prediction

and analysis under complex interfacial constraints. This study develops a nonlinear theoretical

framework for thin films based on a moving-boundary variational principle and systematically

investigates the surface and interface effects governing their deformations. The main contri-

butions are summarized as follows:

(1) A nonlinear wetting model is developed within the Föppl-von Kármán framework

via total free energy minimization, revealing the competition between capillary-driven defor-

mation and elastic resistance. Two dimensionless parameters are introduced to characterize

film behavior. Deformability, derived from the energy balance and characteristic out-of-plane

displacement, quantifies the overall macroscopic deformation. Bendability, accounting for

stretching, pre-tension, and surface tension, assesses the relative importance of bending ef-

fects at the macroscopic scale. Numerical results reveal the transition mechanism among rigid,

bending-dominated, and stretching-dominated regimes as key parameters, such as bending

stiffness, are varied. These findings provide a theoretical foundation for characterizing the

intrinsic contact angle of thin film materials.

(2) Experimental and theoretical methods are established to quantitatively characterize

elastocapillary effects in thin films. Indentation tests are developed for films in contact with

different media, linking elastocapillary effects under out-of-plane loading to measurable me-

chanical responses. The water-graphene interface exhibits clear and stable softening in the

force-displacement response relative to the nitrogen-graphene interface, highlighting the in-

fluence of solid-liquid interfacial tension. Accounting for indenter-film interfacial interactions

and surface tension in the non-contact region, a theoretical model is formulated to interpret

the experimental observations and thereby quantitatively characterize graphene’s intrinsic hy-

drophilicity. Supplementary analysis of bending stiffness and the sagging effect improves the

completeness of the theory, and out-of-plane deformation experiments are extended to a bulge
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configuration.

(3) An equivalence between thin film adhesion problems and moving-boundary varia-

tional formulations is established, leading to an interfacial fracture criterion for nonlinear elas-

tic films. Analytical and numerical results reveal a universal pull-off force for frictionless ad-

hesion between a thin film and a rigid sphere. For soap films, an analytical solution based on

the minimal surface principle is obtained, and the interface adhesion-driven behavior is speci-

fied, yielding the corresponding force-displacement relationship. For Föppl films, the energy

release rate is obtained using the total potential energy approach, and the effects of geomet-

ric nonlinearity are analyzed. For hyperelastic films, the governing equations and adhesion

conditions are derived from total free energy minimization, and the effects of material proper-

ties, pre-stretch, film size, and surface tension are examined. The pull-off force is consistently

found to follow πΓadRs, as confirmed by finite element simulations based on a cohesive contact

model, providing a theoretical basis for standardized characterization of thin film adhesion.

(4) A unified variational framework for surface and interface problems in solids is formu-

lated by incorporating surface elasticity and moving-boundary variations. The contact prob-

lem of an arbitrary-shape film-rigid-body system is analyzed, accounting for both nonlinear

surface and bulk elasticity. Restricting the system to the classical circular film-sphere con-

tact, (a)symmetric surface elasticity in adhesion is elucidated. Asymmetric surface elasticity

modifies the continuity of deformation at the contact line, thereby altering the pull-off force.

Incorporating simplified deformation under pre-stretching, a theoretical prediction formula for

unstable pull-off force is proposed, providing a feasible method for quantifying surface elas-

ticity through indentation.

In summary, a theoretical framework for thin film deformation incorporating surface and

interface effects is established and applied to nonlinear wetting, indentation, adhesion, and

delamination. This framework forms a foundation for analyzing deformation and assessing

the reliability of flexible thin films in engineering applications.

KEYWORDS: Surface and interface effects, Thin film mechanics, Energy-based varia-

tional methods, Wetting, Adhesion
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主要符号对照表

主要符号对照表

下表列出本文所使用的主要符号，部分符号如有其它含义，具体通过上下文说明

加以区分。

符号 物理意义

E 弹性模量

B 弯曲刚度

Y 拉伸刚度

ν 泊松比

t 厚度

u 面内变形

z 面外挠度

T 预张力

ϵ 应变

λ 伸长比

R f 薄膜固定端半径

Rs 刚性球体半径

rc 接触半径

Π 总自由能

N 薄膜拉伸张力

κ 曲率张量

Φ 应力函数

Γad 界面黏附能

G 能量释放率

Fc 脱粘力

Is 切向投影算子

τ 薄膜总张力
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φ 变形映射

φs 表面变形映射

F 变形梯度

Fs 表面变形梯度

Γ 表面能密度（参考构型）

W 薄膜拉伸应变能密度（参考构型）

γ 表面能密度（变形构型）

w 薄膜拉伸应变能密度（变形构型）

P 第一 Piola-Kirchhoff弹性张力

Ps 第一 Piola-Kirchhoff表面张力

Υ 柯西表面张力

σ 柯西弹性应力

Ψι 几何扰动映射

I0 接触区域（参考构型）

O0 非接触区域（参考构型）

I 接触区域（变形构型）

O 非接触区域（变形构型）

∆Xc 接触线位置变分（参考构型）

δxc 接触线位置变分（变形构型）

µ 弹性剪切模量

µs 表面剪切模量

X
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1.1 研究背景和意义

1.1.1 薄膜材料的应用与发展动态

薄膜材料是指平面方向可自由延展，而厚度方向受到显著约束的材料体系。近年

来，随着微纳制造技术的发展，薄膜厚度从微米级减小至纳米级甚至原子级，超薄厚度

赋予薄膜高度可变形性，同时较大的比表面积增强了薄膜与其他介质接触时的界面效

应。基于这些特性，薄膜在微纳器件、柔性设备、脑机接口等其他高性能领域得到了广

泛应用。

在微纳机电系统（MEMS/NEMS）中，薄膜材料作为关键的结构层或功能层被广泛

应用于各类器件。例如，薄膜在外力作用下的机械变形会引起电学响应，这一特性可

用于设计高灵敏度的压力传感器。图1.1(a)和 (b)分别展示了基于电阻 [1]
变化和电容

[2]

变化的压力传感器设计。此外，功能薄膜还可实现调控、传感和探测等多种功能。在如

图1.1(c)所示的复合结构中，单层石墨烯薄膜既作为电导通道，又作为界面引入电热机

械效应，实现对器件形变和共振特性的调控
[3]
。在如图1.1(d)所示的MEMS微镜中，悬

浮薄膜构成了高平整度的反射面，保证了光学性能的稳定
[4]
。

(a) (b)

(c) (d)

图 1.1 薄膜材料在微纳机电系统中的应用：(a)压阻式石墨烯压力传感器 [1]
；(b)电容式石墨烯

压力传感器
[2]
；(c)金属-石墨烯-氮化硅复合器件 [3]

；(d)硅边框约束的大面积超薄微镜 [4]

在柔性电子器件领域，薄膜材料优异的柔韧性和电学性能使器件在拉伸、弯曲甚

至折叠条件下仍能稳定工作。例如，全橡胶一体化电子装置在大变形下仍能实现触觉

传感功能
[5]
（图1.2(a)），碳纳米薄膜晶体管构建的柔性高速电路可贴附于隐形眼镜等曲

面结构
[6]
（图1.2(b)），通过波浪状互连和中性平面设计的可拉伸硅电路能够承受大挠曲

变形
[7-8]
（图1.2(c)），超薄磁传感器矩阵可用于可穿戴磁性电子皮肤 [9]

（图1.2(d)）。

1
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(a) (b)

(c) (d)

图 1.2 薄膜材料在柔性器件领域的应用：(a)全橡胶集成柔性电子器件 [5]
；(b)附着在隐形眼镜

上的柔性电子箔
[6]
；(c)可拉伸硅集成电路 [8]

；(d)自给式磁性电子皮肤 [9]

薄膜材料通过提供柔性结构支撑、传感和驱动功能，还广泛应用于软体机器人领

域。如图1.3(a)所示，悬挂式薄膜材料的径向膨胀可转化为软体执行器的轴向收缩，实

现抓取和搬运功能
[10]
。充气薄膜结构可实现仿生运动，如图1.3(b)所示的双气囊结肠镜，

通过交替充放气驱动两硅橡胶弹性薄膜气囊依次固定与释放，产生尺蠖式推进
[11]
。在

昆虫尺度的微型飞行机器人中，多层薄膜构成的软体制动器具有高功能密度和频率特

性，可实现运动控制并在碰撞后自动恢复，如图1.3(c)所示 [12]
。此外，薄膜材料良好的

变形与界面黏附特性使人工肌肉在循环连续变形下保持稳定，实现如图1.3(d)所示的动

态蝴蝶挥翅等连续运动
[13]
。

(a) (b)

(c) (d)

图 1.3 薄膜材料在软体机器人领域的应用：(a)具有编程运动模式的软执行器 [10]
；(b)软气动尺

蠖双气囊微型机器人
[11]
；(c)柔性人工肌肉驱动的飞行机器人 [12]

；(d)具有良好弯曲性及
黏附性的人工肌肉驱动器

[13]

薄膜材料在新兴的脑机接口领域也发挥着不可或缺的作用。薄膜材料质量轻、厚

度薄，且不同类型的薄膜可集成多种功能，使其作为植入生物体内的感应装置时，能够

尽量降低对组织的损伤
[14-15]
。例如，图1.4(a)展示了植入活体小鼠大脑的亚细胞尺寸超

2
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柔性纳米电子线探针，植入过程中仅造成极轻微损伤
[15]
。此外，如图1.4(b)所示，薄膜

材料具有较大的比表面积和高度可变形性，可实现与生物组织的紧密贴合
[16-17]
。

(a) (b)

图 1.4 薄膜材料在脑机接口领域的应用：(a) 递送至活体小鼠大脑的纳米电子线薄膜探针 [15]
；

(b)贴附在大鼠脑部的丝蛋白软体生物电子设备 [17]

综上所述，薄膜材料在众多前沿领域展现了多样化功能和优异性能。图1.5总结了

自 1990年代以来代表性薄膜体系的典型结构与功能演化。从功能性氧化物 [18]
与导电

聚合物薄膜
[19]
，到纳米结构半导体薄膜

[20-21]
，到二维材料

[22]
及超薄氧化物薄膜

[23]
，再

到具有扭转结构
[24]
或功能化

[25]
的先进二维与聚合物薄膜，薄膜材料不断趋于更薄、长

细比更大的极限，且应用场景更为复杂。

1990s 2000s 2010s 2020s

Thickness

Aspect ratio

functional oxide films single-crystal silicon

nanowire film

monolayer graphene

ultrathin organic film

magic-angle graphene

2D polyaramid filmconductive polymers

图 1.5 薄膜材料的发展：功能氧化物薄膜
[18]
、导电聚合物

[19]
（1990s），单晶硅 [20]

、纳米线薄

膜
[21]
（2000s），单层石墨烯 [22]

、超薄氧化物薄膜
[23]
（2010s），魔角石墨烯 [24]

、二维聚

合物薄膜
[25]
（2020s）

在薄膜尺寸、形状与功能不断精细化调控的背景下，薄膜力学研究具有重要的基

础性意义，其为预测性能、指导结构设计以及拓展应用提供了理论支撑。接下来介绍薄

膜非线性力学理论的发展及能量框架。

3
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1.1.2 薄膜非线性力学理论与能量框架

薄膜非线性力学理论起源于经典的 Kirchhoff-Love 薄板理论 [26]
。该理论通过无挤

压假设、直法线假设以及中面无伸缩假设，将薄板的三维位移未知量简化为单一的法

向中面挠度 z(x,y)。在这一框架下，板的弯曲刚度 B成为主导力学参数，弯矩与中面曲

率呈线性关系

Mαβ =−B[(1−ν)∂α∂β z+νδαβ ∇2z], α,β = x,y (1.1)

其中，ν 为泊松比。考虑纯弯曲，厚度方向面内应变在小挠度、小转角条件下线性化为

εαβ (η) =−η ∂α∂β z, η ∈ [−t/2, t/2] (1.2)

其中，t 和 η 分别为板厚及厚度方向的局部坐标。由此可得薄板的经典弯曲平衡方程：

B∇4z = q(x,y) (1.3)

其中，q为薄板所承受的面外荷载。上述处理将薄板弯曲问题简化为二维中面描述的线

性框架，为后续引入几何非线性提供了自然的数学和物理基础。

对于厚度极薄、弯曲可忽略的薄膜，其力学行为可通过无矩薄膜（Föppl膜）理论 [27]

描述。此时，面内位移 uα(x,y)和法向挠度 z(x,y)都作为自由度，面内应变保留几何非

线性贡献：

εαβ =
1
2

(
∂αuβ +∂β uα +∂αz∂β z

)
, α,β = x,y (1.4)

上式中，∂αuβ 和 ∂β uα 对应面内位移的线性应变部分，∂αz∂β z则由中面挠度的梯度产

生，是几何非线性的主要来源，这表明无矩薄膜理论适用于大挠度变形的情形。无矩薄

膜的力学行为由二维面内应力主导，其与应变的线弹性关系可表示为

σαβ =
E

1−ν2 [(1−ν)εαβ +νδαβ (εxx + εyy)] (1.5)

其中，E 为弹性模量。无矩薄膜的应力需满足面内平衡方程

∂β σαβ = 0 (1.6)

以及横向荷载 q(x,y)作用下的面外平衡方程

∂α(σαβ ∂β z)+q(x,y) = 0 (1.7)

进一步同时考虑弯曲效应与几何非线性，薄板的变形行为可由 Föppl-von Kármán

（FvK）理论 [28]
统一描述，其应变为纯弯曲贡献与无矩薄膜应变的叠加：

εαβ (η) =−η∂α∂β z+
1
2
(∂αuβ +∂β uα +∂αz∂β z), η ∈ [−t/2, t/2] (1.8)

FvK 理论下，弯矩仍满足 Kirchhoff-Love 理论中的曲率关系（式(1.1)），面内应力由

式(1.5)给出；弯曲与面内拉伸共同参与薄板的力学平衡，其中面内应力需满足平衡条

4
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件(1.6)，同时在外部横向荷载作用下，FvK板的法向变形需满足弯曲与拉伸耦合的面外

平衡方程

B∇4z+ ∑
α,β

∂α(σαβ ∂β z)+q(x,y) = 0 (1.9)

以上对薄板（薄膜）非线性力学理论的简述呈现了不同理论的适用范围与递进关系：

Kirchhoff-Love薄板理论适用于小挠度、小应变的薄板弯曲问题；无矩薄膜理论强调面

内应力主导，适用于弯曲刚度可忽略、面内拉伸占主导的薄膜变形问题；FvK理论则综

合考虑弯曲和几何非线性，适用于大挠度、小应变的薄板问题。

当薄膜变形超出小应变或中等挠度范围时，则需要采用有限变形薄膜理论。在该

理论中，薄膜的变形可由映射 x =φ(X)描述，其中 X与 x分别表示参考构型与当前构

型中的材料点位置。相应的面内变形由变形梯度 F = ∂x/∂X刻画，应变不再采用线性

或 FvK形式，而由有限应变张量定义，如 Green-Lagrange应变 [29-30]

E =
1
2
(FT F− I) (1.10)

在这一框架下，材料的应力响应由相应本构关系给出，而体系的平衡状态由参考构型

下的动量守恒条件确定。

贯穿非线性变形理论的核心在于，系统的力学响应由各类能量占据总能量的相对

权重决定。不同理论模型可视为统一能量框架在不同尺度条件与主导机制下的渐近形

式。薄板体系非线性变形的能量泛函可统一表示为

Π[x] =
∫

Ω0

Wstretch(Cαβ )dA+
∫

Ω0

Wbend(Kαβ )dA−Πext(x) (1.11)

其中，Cαβ 和 Kαβ 分别是中面面内拉伸度量与广义曲率张量。在统一的能量表述中，不

同力学模型可通过几何非线性项的保留程度自然分层：拉伸度量与曲率的完整非线性

表达被保留时，对应最一般的非线性描述；保留面内应变中的几何非线性项而对曲率

关系进行线性化处理时，对应 FvK理论；完全线性化几何量后，能量退化为位移的二次

型，得到 Kirchhoff-Love线性薄板理论。在具体的薄膜力学问题中，不同理论的适用边

界通常可借助若干无量纲参数进行界定，例如反映弯曲与拉伸相对贡献的能量比，表

征几何非线性强度的挠度尺度参数等，这些无量纲参数的阈值可结合具体问题确定。

能量分析方法的普适性为研究薄膜的表界面效应提供了便利，该效应在薄膜应用

中普遍存在且具有重要作用，接下来将对其进行介绍。

1.1.3 薄膜表界面效应及力学描述

表界面效应是指材料表面或不同相之间的界面，由于其物理或力学性质显著不同

于体相，而对体系整体行为产生不可忽略影响的一类现象。薄膜材料具有较大的比表

面积和良好的可变形性，容易与周围介质接触并形成界面，从而产生显著的表界面效

5
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应。这些表界面效应在薄膜器件的变形调控及功能实现中发挥着重要作用。例如，在超

薄生物电子器件领域，可通过液滴润湿转印薄膜材料
[16]
，液滴在薄膜与三维生物表面

之间形成润滑界面，使薄膜在贴附过程中可局部滑移并动态释放应力，从而实现无损

的共形包覆，如图1.6(a)所示。在柔性可变形材料的研发方面，液滴毛细诱导可使薄膜

生成褶皱，从而承受远超其本征弹性的形变
[31]
，如图1.6(b)所示。在柔性界面设计领域，

将电场施加于弹性润湿薄膜，可实现液滴位置和形状的综合调控
[32]
，如图1.6(c)所示。

(a)

(b) (c)

图 1.6 薄膜应用场景中的表界面效应：(a)薄膜器件的液滴转印 [16]
；(b)毛细诱导的超薄膜形态

变化
[31]
；(c)基于电弹润湿方法的液滴操控 [32]

这些应用场景中，薄膜的行为由表界面效应与非线性变形共同主导。对这种耦合

作用进行力学分析时，由于接触形态多样且接触线可自由演化，体系引入了动边界问

题，使得直接解析求解较为困难。能量方法能够将弹性能、界面能及外荷载作用统一纳

入变分框架，因此在描述此类耦合问题时更为清晰和高效。基于此，将各接触界面的表

面能引入能量体系，薄膜的总能量泛函可写为

Π[x,Ω] =
∫

Ω0

Wstretch(Cαβ )dA+
∫

Ω0

Wbend(Kαβ )dA+
∫

Ωs

Wsurface dA−Πext(x) (1.12)

其中，Ωs 为考虑表面能的全部表面或界面面积。根据能量最小化原理，系统平衡由总

自由能的变分极值条件给出，即 δΠ = 0。对于涉及接触或自由边界的薄膜体系，由于

材料变形与积分域演化均会引起能量变化，总能量的变分可自然分解为

δΠ = δxΠ+δΩΠ = 0 (1.13)

其中，δxΠ为材料变形引起的能量变化，δΩΠ为几何域或界面演化引起的能量变化。

在方程(1.12)中，表面能密度Wsurface需要根据具体的界面形式确定。对于液体体系，

由于其表面分子可自由移动，体系热力学平衡既可描述为表面能量最小化，也可描述

为表面张力的平衡状态，二者数值相等且不需要严格区分。而对于固体材料，其表面分

子相对固定，表面能和表面张力在概念上具有本质区别：固体表面能指单位面积固体

表面所具有的额外能量，主要反映热力学性质；而表面张力是固体表面抵抗形变或界

6
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面拉伸的力学量。这一概念被称为固体表面弹性，最早由Gibbs [33] 提出，Shuttleworth [34]

基于热力学分析最早对其进行了公式化刻画，即原始热力学形式的 Shuttleworth方程

Υ= γ +As(dγ/dAs) (1.14)

其中，Υ为表面张力，γ为表面Helmholtz自由能，As为表面面积。现代研究中 Shuttleworth

方程通常直接表示为应变的形式，即

Υ= γI+
∂γ
∂ϵs

(1.15)

其中，ϵs 为表面应变张量。基于该方程可以对固体材料的表面弹性进行类似于体弹性

的能量、本构、变形等分析。需要指出，表面弹性效应通常在大变形情况下才需要考

虑，对于小变形或中等程度变形，有关研究一般认为表面张力与表面能密度在数值上

相等且为常数
[35-36]
，并基于这一假设对表界面效应与弹性变形的耦合作用进行讨论。

综上所述，薄膜材料在众多先进领域具有重要应用价值。准确描述薄膜非线性变

形与表界面效应具有较高的理论挑战性，且与实际应用紧密相关，因此受到了研究人

员的广泛关注。以下针对典型的薄膜表界面力学问题进行系统综述，包括薄膜润湿、薄

膜弹性毛细效应以及薄膜黏附接触。

1.2 薄膜的润湿行为

润湿是最典型的固液接触行为之一，描述了液体在固体表面铺展、停留或回缩时

的界面构型与力学平衡状态。作为界面科学与流体力学中的经典问题，块体材料上的

润湿最早得到系统研究，其理论框架以界面张力平衡和接触角选择为核心，相关实验

与模型已相对完备成熟。对块体润湿的理解为固液界面相互作用提供了基本物理图像，

也为薄膜等高度可变形体系的研究提供参照。因此，在讨论薄膜润湿问题前，有必要回

顾块体润湿的经典理论与实验。

1.2.1 经典块体润湿问题

图1.7(a)和 (b)展示了两种极限情形的润湿状态：刚性基底上的润湿与液体基底上

的润湿。其中，液滴-刚性基底系统的总自由能仅包含液滴的表面能，对其进行变分，得

到经典的 Young关系 [37-38]
：

γsv = γsl + γlv cosθ (1.16)

上式中，γsv、γsl 和 γlv分别为固气界面、固液界面及液气界面的表面张力。而当基底为

液体时，由于其无法承受剪切应力，接触线处的三相界面必须满足矢量张力平衡，即

Neumann平衡 [38-39]
：

γ⃗sv + γ⃗sl + γ⃗lv = 0 (1.17)

7
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此情况下，基底可自由变形，界面张力主导局部几何。

(a)

rigid liquid

(b) (c)

soft solid

图 1.7 不同基底条件的润湿行为：(a)刚性基底；(b)液体基底；(c)软固体基底

软固体材料的润湿行为处于上述二者之间，弹性体既能够为液体提供有效的机械

支撑，又允许在液滴作用下发生局部变形。因此，软固体表面在三相接触线附近被液体

表面张力 γlv sinθ 向上牵引，形成一个局部抬升的变形结构，该结构被称为润湿脊，如

图1.7(c)所示。润湿脊反映了接触线处界面张力与固体弹性的平衡，其几何特征对材料

变形和表界面效应高度敏感，构成了理解和表征软固体润湿行为的核心物理对象。

早期软固体润湿实验主要集中于润湿脊的清晰表征，并逐步从静态观测
[40-41]
发展

到动态监测
[42-44]
，如图1.8(a)-(e) 所示。此类实验的重要延伸在于通过润湿脊几何特征

测量材料表面弹性，图1.8(f) 和 (g) 分别展示了经典的表面弹性参数测量 [45]
及润湿诱

导相分离
[46]
的研究。此外，软固体润湿实验还可用于探索新型材料的力学性能，例如

基于光开关的软凝胶润湿脊调控
[47]
以及聚合物玻璃态与橡胶态的转化演变

[48]
，分别见

图1.8(h)-(i)。理论方面，软固体的润湿研究主要包含两个主线，一方面是对接触线行为

的力学刻画，另一方面是基底整体变形的分析。基于对目前研究的总结，软固体润湿接

触线处的力学行为主要通过第一和第二边界条件描述。第一边界条件对应固体内部弹

性应力的连续性，应力奇异性较弱时，该条件退化为图1.8(j)所示三个方向界面张力的

Neumann定律。第二边界条件对应表面应变的非连续性，来源于图1.8(k)所示的物质交

换能量变分，因而反映了接触线两侧化学势的守恒
[54-55]
。可变形基底的整体变形体现了

块体润湿问题的多尺度特征。Marchand等人 [49]
发现，随着无量纲参数 γ/(Ea)增大，固

相接触角（θL）和液相接触角（θS）之间的几何关系会由 Young关系过渡到 Neumann

关系，如图1.8(l)所示。Wang等人 [50]
研究发现，对于刚性基底上软固体的润湿，随着

无量纲参数 (h3γ/E)1/4/R增大，液滴凹陷深度 H 与润湿脊高度 D的变化规律反映了变

形机制由弹性主导向毛细主导的尺度转变，如图1.8(m)所示。此外，针对块体润湿脊的

研究还包含众多基于分子动力学
[51]
或有限元方法

[52-53]
的模拟，如图1.8(n)-(p)所示。

由以上实验、理论及模拟方面的研究可以看出，围绕润湿脊的表征，可变形块体材

料的润湿行为可以被准确地描述。相较而言，薄膜体系具有极低的弯曲刚度与显著的

尺度分离特征，液体接触诱发的力学响应往往表现出更强的非线性，此时表界面作用

不再局限于局部接触区域，而是直接参与并重塑薄膜的整体构型，块体润湿理论的沿

袭与改变是值得关注的问题。接下来，对薄膜体系润湿的研究现状进行综述。

8



第一章 绪论

strong
elasticity

soft solid

(a) (b)

(d)

(e)

(f) (g) (i)

(j) (k)

(h)

(l) (m)

(n) (o) (p)

(c)

图 1.8 软固体润湿研究：(a)显微镜下的软凝胶润湿脊 [40]
；(b)X射线下的软凝胶润湿脊 [41]

；(c)
蒸发液滴的接触线轮廓

[42]
；(d) 静态与动态润湿脊的几何结构 [43]

；(e) 重力下滑润湿实
验

[44]
；(f)基于润湿实验的表面弹性参数测量 [45]

；(g)润湿脊弹性能分布调节 [46]
；(h)紫外

调控下光开关凝胶的润湿脊变化
[47]
；(i)基于润湿脊诱导的聚合物表面弹性研究 [48]

；(j)
软固体润湿接触线处的曲线坐标系；(k)接触线坐标固定时基底物质点的迁移；(l)柔性
参数引起的接触角变化

[49]
，a为接触线附近的微观尺度；(m)液滴对缠结聚合物橡胶的

力学行为调控
[50]
；(n)软固体与液滴接触中气泡演化的分子模拟 [51]

；(o)局部接触线力
诱导的对称润湿脊有限元模拟

[52]
；(p)非对称表面弹性下的润湿脊有限元模拟 [53]

1.2.2 弹性薄膜润湿问题

薄膜润湿最典型的形态是液滴在悬浮薄膜上的铺展，相关研究多针对这一润湿形

态展开，本节对该领域的研究现状进行综述。实验方面，薄膜润湿最直观的观测量依旧

是接触线处各界面的接触角。当液滴尺寸足够小时，其重力效应可以忽略，液滴诱导的

薄膜变形主要由毛细作用主导。因此，无论液滴位于薄膜上方还是下方，均通过相同的

机制诱导薄膜发生变形，如图1.9所示 [56]
。
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图 1.9 悬浮的薄膜润湿实验
[56]

润湿角测量实验证明，高度可变形薄膜在润湿接触线处的平衡类似于 Neumann关

系，但薄膜部分的张力不仅包括表面张力，还包含拉伸张力。薄膜承受较大预张力时，

拉伸张力近似为均匀预张力，接触线处的接触角完全由几何构型和力矢量平衡决定，而

无需考虑膜内部应力的详细分布。这种描述被称为“纯几何理论”。Kozyreff等人 [57]
证

明，纯几何理论是润湿系统的能量最小化在高预张力极限下的几何降维结果，并利用

这一理论揭示了液滴润湿与薄膜形变之间的本质联系。

事实上，薄膜既可以拉伸又可以弯曲，其张力分布与变形场往往呈现复杂空间变

化，需要借助非线性理论进行系统分析。Shanahan [58]
在这一框架下开展了奠基性研究，

通过能量变分方法系统地引入薄膜弹性，将液滴-薄膜润湿体系视为受体积约束的自由

能最小化问题，并利用总能量极小条件确定体系的平衡状态。结果表明，薄膜润湿角由

界面能与弹性响应共同决定。在薄板极限下，接触线处的法向毛细力主要通过诱导基

底弯曲来平衡，使表观润湿角偏离刚性基底上的 Young角，但相对于变形后的固体表

面定义的真实接触角仍满足 Young定律。而在薄膜极限下，弯曲刚度可忽略，基底主

要通过面内拉伸响应毛细作用，润湿行为逐渐向液体基底上的 Neumann构型过渡。然

而，该理论建立在小挠度和极限分离等近似之上，未能统一描述弯曲与拉伸的耦合效

应，因此主要适用于定性或标度分析，对大变形情形的刻画仍存在局限。Vella等人 [35]

基于无矩薄膜理论对液滴诱导下的薄膜面内拉伸响应进行描述，推导了薄膜润湿问题

的平衡方程及边界条件，通过数值方法求解该边界值问题，从而得到了薄膜的非均匀

张力场。但其在薄膜接触线关系的处理上没有使用严格的变分结论，对接触角进行了

不统一的近似。在此基础上，Nair等人 [59-60]
将分析推广至大变形情形，采用超弹性模型

描述薄膜的面内拉伸，并通过有限变形下的几何映射和非线性应变度量刻画液滴诱导

的大挠度变形，进而基于能量变分原理求解体系的平衡构型。研究表明，即便忽略弯曲

刚度，当变形较大时，膜内张力的空间重分布及其与接触线几何的耦合仍需在几何非

线性框架下才能得到合理描述。Liu等人 [61]
进一步将表面弹性纳入薄膜润湿问题的力

学描述中，结果表明，考虑表面能的应变依赖时，薄膜接触线处不仅需要满足力的平衡

条件，还需满足能量平衡条件；表面弹性参数会影响薄膜局部变形及表观润湿角。

相较于关注具体建模与求解方法，另一些工作从力学极限的角度系统讨论了薄膜
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润湿行为在不同主导机制之间的过渡。Hui等人 [62]
将实验现象与解析求解相结合，说

明了对于小液滴在高度可变形薄膜上的润湿，弯曲效应只影响接触线附近边界层内的

力学行为。此外，Hui等人 [63]
在大变形几何框架下，通过能量最小化统一考虑了界面能

与薄膜弹性，从而系统揭示了润湿行为在刚性极限与高度可变形极限之间的连续过渡，

如图1.10(a)所示。Kozyreff等人 [57]
通过能量变分方法从更一般的角度系统研究了外部

张力如何控制薄片的润湿构型，并给出了润湿构型随预张力和有效黏附能变化的相图，

如图1.10(b)所示，其中，T 表示薄膜所承受的拉力，Γ为可弯曲性参数（表面能 γA与

弯曲刚度 B的比值）。在这两个参数的共同调节下，薄膜的行为可经历部分润湿、完全

润湿及囊泡状态之间的转换。

(a) (b)

图 1.10 薄膜润湿行为在不同主导机制之间的过渡: (a)接触角随弹性毛细数的变化关系 [63]
；(b)

2D模型润湿相图 [57]

综上所述，已有研究从几何描述、大变形薄膜理论及力学极限过渡等角度对液滴-

薄膜体系进行了广泛探讨。特别地，同时考虑弯曲和拉伸变形时，薄膜变形的几何非线

性被纳入分析体系，此时的液滴-薄膜接触可称为非线性润湿。目前尚缺乏对非线性润

湿问题的统一分析框架。

1.3 薄膜的弹性毛细效应

弹性毛细效应是指柔性固体或薄膜与液体接触时，液体表面张力能够显著引起固

体弯曲或拉伸变形的现象。该效应已在多种固液接触体系的实验中得到验证。例如，液

滴可诱导其表面的弹性薄片发生卷曲并最终包裹液滴（图1.11(a)）[64]
；柔性纤维在接触

液滴后会自发缠绕（图1.11(b)） [65]
；以及细长头发丝在遇水后由于毛细作用聚集成束

（图1.11(c)） [66]
。

上述研究中，弹性毛细长度 LEC = γ/E或弯曲毛细长度 LBC =
√

B/γ 是衡量体系行

为的重要特征尺度。当几何尺度大于该长度时，弹性应变能主导固体的力学响应，毛

细作用对变形的影响可以忽略；而当研究尺度远小于该特征尺度时，弹性体在液滴诱

11
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(a) (b) (c)

图 1.11 可变形体的弹性毛细效应: (a) 液滴诱导的薄膜折叠与包裹变形 [64]
；(b) 柔性纤维与液

滴接触后的自发缠绕
[65]
；(c)细长头发丝遇水后聚集成束 [66]

导下会发生与经典力学显著不同的行为。虽然上述场景中均涉及固液界面与固气界面，

但相关界面张力对力学行为的贡献通常未被显式纳入分析。

针对固体界面张力（包括固液与固气界面）是否应纳入力学分析的问题，Kumar等

人
[67]
进行了系统研究。以漂浮于液面的薄膜为对象，他们指出现有文献中存在两种相

互矛盾的应力处理方式，如图1.12(a)所示。在图1.12(b)所示的界面剥离实验中，未观

察到由固液与固气界面差异所引起的额外曲率变化，这表明界面能并未转化为作用于

薄膜的切向应力。因而在宏观尺度下，固体界面能并不决定薄膜的面内应力状态。此

外，界面能变化与外部加载的等效类比思想实验证明，固液界面影响主要体现在能量

层面，对应于一个极小的预应变。由于该预应变通常难以实验观测，因此在多数实际分

析中可忽略不计。基于此，采用图1.12(a)中受力形式 B的处理方式具有一定合理性。

(a) (b)

图 1.12 漂浮薄膜的应力分析
[67] : (a)两种可能的应力分布情况；(b)悬浮薄膜的液面剥离实验

然而，在特定边界条件或几何构型下，受力形式 A所包含的固体界面张力对力学

平衡的直接作用不可忽略。例如，在鼓泡问题
[68-71]
中，二维材料转移至基底后会自发形

成纳米气泡，其形貌由薄膜弹性应变能与界面能（包括固气与固固界面）之间的竞争

共同决定，界面能差异直接影响气泡的尺寸与稳定性。在纳米开关的研究
[72]
中，固液、

固气界面张力与薄膜弹性相互作用，使得二维材料在液体作用下发生可逆弯曲与闭合，

实现极微量液体的封装。在液滴包裹问题
[73]
中，固液界面张力会影响变形动力学，其

与弹性的耦合可驱动超薄柔性薄片快速包裹液滴，并决定最终的包裹形貌与密封性能。

12
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上述研究表明，在低维材料或微纳尺度体系中，固体界面张力不再仅作为能量项的修

正，而是能够与弹性力协同作用，显著影响体系的力学响应。综上所述，在薄膜弹性毛

细效应的研究中，关于固体界面张力是否可以忽略仍存在争议，而对弹性毛细效应的

定量表征，尤其是固体界面张力的贡献，仍存在一定困难。

1.4 薄膜的黏附行为

固体与固体接触时，由于范德华力、静电力及化学键等作用，界面通常表现出黏附

效应，即分子间作用力使接触表面产生吸引并趋于结合。黏附问题是固固接触力学的

核心内容之一。对理想刚体，黏附主要作用为边界约束；随着接触体可变形性增强，弹

性变形与界面黏附的竞争共同决定接触区形成与演化。薄膜结构可变形性强且非线性

效应显著，界面作用与变形耦合更加突出。在黏附力学领域，块体黏附研究起步较早，

理论成熟，许多经典模型与方法源于块体体系。因此，有必要基于块体黏附分析固体黏

附研究的基本方法，并在此基础上探讨薄膜黏附的研究策略。

1.4.1 经典块体黏附理论

对可变形体接触的研究最早可以追溯到赫兹理论。赫兹
[74]
通过解析方法建立了两

光滑弹性体接触时，接触半径、外荷载及几何尺度之间的定量关系

a0 =

(
3P0R∗

4E∗

)1/3

(1.18)

其中 R∗ 和 E∗ 分别是两接触体的等效半径和等效弹性模量。在此基础上，赫兹进一步

给出了压入深度及接触区域的压力分布，该弹性接触问题的经典解析解被广泛用于滚

动轴承
[75-76]
和齿轮啮合

[77-78]
等工程接触力分析。由于忽略了界面黏附效应，赫兹理论

在微尺度接触、软材料接触以及高表面能体系中难以准确描述实际黏附行为。

为考虑黏附效应，Derjaguin-Muller-Toporov（DMT）模型 [79]
和 Johnson-Kendall-

Roberts（JKR）模型 [80]
应运而生。DMT 模型适用于硬材料和小接触区条件下的微观

黏附作用，其基本观点是将黏附力视为作用于接触区外的远场作用力，对接触区的几

何和弹性解近似采用赫兹解，将远场力的效应叠加到拉伸荷载中以修正接触行为。尽

管 DMT模型能够在某些微观接触情形下给出合理预测，但其对黏附力分布的近似处理

限制了其在软材料及高表面能材料中的适用性。

对于软材料、大接触区和高表面能的接触问题，JKR模型更为适用。JKR理论来源

于轻荷载条件下接触面积依旧存在的实验现象。其理论核心在于通过能量方法将弹性

变形能、机械外力做功及界面黏附能 Γad结合，得到接触半径和临界载荷的平衡条件

a3 =
3R∗

4E∗

[
P+3πΓadR∗+

√
6πΓadR∗P+(3πΓadR∗)2

]
(1.19)
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该公式表明，即使在外荷载 P = 0时，两弹性体在界面黏附能的作用下也会发生自发接

触。这一特点在软橡胶、聚合物和生物材料的接触实验中得到了广泛验证
[81]
。此外，方

程(1.19)的有效性要求外荷载 P满足关系

P ≥ (3πΓadR∗)/2 (1.20)

该关系给出了两块体材料脱粘的最小外力作用，其可称为脱粘力（pull-off force）。由上

式可见，两弹性体接触的脱粘力仅由几何尺度和黏附能决定，不受材料性质等影响。

JKR理论最初在众多宏观材料黏附实验中得到验证。随着表面力仪（SFA）和原子

力显微镜（AFM）在黏附接触精密测量中的广泛应用，JKR理论在微观尺度下同样被

证实有效。随后，研究者将其推广应用于各种块体材料的接触体系，考虑了固体表面

能
[82]
、粗糙表面

[83]
、非规则固液接触

[84]
、瞬态黏附

[85]
、含液体软材料

[86]
等因素，分别列

于图1.13(a)-(e)。此外，JKR理论可用于解释壁虎足毛黏附 [87]
等自然现象，并广泛应用

于药物颗粒相互作用分析
[88]
和柔性机器人抓取设计

[89]
等领域，分别如图1.13(f)-(h)所

示。在理论发展方面，JKR理论已扩展至膜基结构 [90-91]
、超弹性固体

[92]
、动力学问题

[93]

及椭圆形接触
[94]
等多种复杂情形。

(a) (b) (c)

(d) (e)

(f) (g) (h)

图 1.13 JKR理论的实验研究与应用：(a)考虑固体表面能的 JKR黏附实验 [82]
；(b)具有粗糙表

面的细胞群的 JKR黏附实验 [83]
；(c)非规则固液界面的 JKR接触 [84]

；(d) PDMS凝胶
的瞬态压痕实验

[85]
；(e)胶体探针与软材料 PDMS间的黏附 [86]

；(f)壁虎足部与基底间
的强黏附

[87]
；(g)高比表面积药物颗粒的 JKR黏附接触模拟 [88]

；(h)机械手在 JKR模
式下的黏附抓取

[89]

此外，JKR理论体现了 Griffith断裂理论 [95]
在黏附接触中的应用。Griffith断裂理

论由其在 1921年提出，强调裂纹扩展由弹性能释放率等于表面能增加率这一条件决定，

注重整体能量平衡而非裂尖局部应力奇异性。对应地，JKR理论通过最小化系统总能

量来判断黏附或脱粘行为，同样遵循了能量平衡的原则。

14



第一章 绪论

1.4.2 弹性薄膜黏附问题

上述块体黏附接触理论表明，对体系总自由能进行分析，可以统一描述弹性变形

与界面分离之间的能量竞争关系，从而建立接触面积演化与界面断裂之间的联系。这

种以能量平衡为核心的分析方法不依赖于局部应力分布的具体形式，在描述黏附接触

与界面分离等问题时具有良好的普适性与物理清晰性。

当研究对象从块体结构转向薄膜体系时，能量分析框架往往表现出更为突出的适

用性。薄膜结构厚度较小、长细比较大，在外部荷载或界面作用下通常会产生显著的非

线性变形，并伴随弯曲、拉伸以及局部失稳等多种力学响应。在这种情况下，基于局部

应力或接触压力分布的分析往往难以全面刻画体系行为，而能量方法则能够自然地同

时考虑弹性能、表面能及界面能等多种能量贡献。因此，以 Griffith思想为基础的能量

分析方法为研究薄膜体系黏附接触问题提供了尤为有效的理论工具。

Kendall 理论是 Griffith 能量断裂思想在薄膜体系中的经典应用之一。该理论由

Kendall [96]
于 1975年提出，用于描述薄膜从刚性基底上剥离时的力学行为，如图1.14(a)

所示。

(a) (b)

图 1.14 Griffith思想在薄膜剥离问题中的应用：(a) Kendall理论 [96]
；(b)大变形薄膜剥离 [97]

通过能量平衡分析，剥离过程中外力做功转化为界面分离所需的表面能及薄膜弹

性变形能，其断裂条件满足能量释放率等于界面断裂能的判据。当忽略薄膜拉伸变形

时，界面的能量释放率可写为

G =
F
b
(1− cosθ) (1.21)

式中 F、b和 θ 分别为外力荷载、薄膜宽度及剥离角。当能量释放率 G等于临界黏附能

Gc时，界面开始稳定剥离。Long等人
[97]
将Kendall理论推广至大变形构型，如图1.14(b)

所示，其基于接触线处的局部能量平衡，得到轴对称大变形薄膜从刚性基底上剥离的

能量释放率

G = N+
r (1− cosθ)+

t0
λ 2

r λθ

[
∂W
∂λr

∣∣∣∣
r=r+

∆λr −∆W
]

(1.22)

式中 r和 θ 分别表示径向与环向，N 为薄膜拉伸张力，W 为弹性应变能，λ 为伸长比。

该式表明，在 Griffith能量判据下，代入具体的能量表达式可以得到接触线处的局部平
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衡条件，从而判断伸长比等物理量在接触线处的连续性。值得注意的是，这与传统块体

断裂存在明显差异：在块体裂纹尖端处，能量释放率通常与应力奇异性密切相关。

此外，Griffith思想也可用于分析更复杂的薄膜黏附接触问题。例如，在图1.15(a)

所示的鼓泡实验中，人们发现多层石墨烯薄膜与基底之间的黏附韧性会随石墨烯层数

增加而减小
[98]
。部分研究从基底粗糙度、薄膜弯曲刚度及界面残余应变能等角度进行

了解释，但仍难以完全说明这一现象。为此，Wood等人 [98]
将 Griffith能量思想引入鼓

泡模型，通过分析界面裂纹扩展的能量释放率指出，鼓泡变形过程中产生的层间剪切

与滑移会改变开裂模态与剪切模态之间的能量分配，降低断裂模态混合度 GII/GI，从

而导致黏附韧性随层数变化。其中，GI 和 GII 分别表示开裂模态与剪切模态的能量释

放率。

(a) (b)

图 1.15 Griffith思想在复杂黏附接触中的应用：(a)多层石墨烯鼓泡 [98]
；(b)薄膜曲面剥离 [99]

Griffith思想还可用于研究几何复杂性极高的曲面撕脱问题。当薄膜从具有曲率的

基底上剥离时，基底曲率会改变薄膜的变形方式以及裂纹前沿的局部几何关系，使得裂

纹路径不再简单沿直线传播，而可能出现收敛、发散甚至更加复杂的形态，如图1.15(b)

所示。Kruglova等人 [99]
对该现象进行了分析，发现虽然裂纹路径会受到复杂几何因素

的影响，但其演化仍可以在 Griffith能量思想框架下得到解释。在撕裂过程中，外力输

入的能量在薄膜弹性变形、界面分离以及裂纹扩展等过程之间重新分配，而裂纹路径

则倾向于沿着系统能量变化满足 Griffith条件的方向演化。

本文分析主要基于刚体与悬浮薄膜的接触构型。在该构型下，Borodich 和

Galanov [100]
研究了轴对称压头与二维圆形石墨烯薄膜之间的 JKR 黏附接触问题，如

图1.16(a)所示。他们首先建立并求解了 Hertz型与 Boussinesq型无黏附接触模型，随

后引入 JKR理论，并基于能量极值条件推导得到黏附情形下非线性的力-位移关系以及

力-接触半径关系。在该模型中，薄膜边界受到较大的预张力作用，使得膜内张力场可

视为均匀分布。同样考虑均匀张力的薄膜，Argatov [101]
构建了轴对称和非轴对称 JKR

黏附接触模型。在轴对称情形下（如图1.16(b)所示），结合共形接触条件和位移连续条

件，通过能量变分得到了力-位移关系的解析解，并由此确定了接触线的位置；在非轴

对称情形下，结合接触边界的几何关系及 Griffith能量平衡条件，通过对接触边界进行

扰动分析确定其位置，并在整个薄膜域积分得到总接触力。Yang等人 [102]
研究了充气

薄膜与刚性球体之间的黏附接触问题，如图1.16(c)所示。其分析包括薄膜在均匀气压
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作用下的自由膨胀，与刚性球体的无黏附接触，以及黏附作用下的界面剥离三个阶段。

模型考虑了薄膜大变形，并据此简化控制方程以获得解析解；在界面脱粘判据上，直接

采用了薄膜从平面基底剥离时的能量释放率。

(a)

(b) (c)

图 1.16 悬浮薄膜与刚体的黏附接触：(a) 轴对称压头与二维圆形石墨烯薄膜之间的黏附接
触

[100]
；(b)椭圆抛物面形状的刚性压头与圆形薄膜之间的黏附接触 [101]

；(c)充气薄膜
与刚性球体之间的黏附接触

[102]

通过对经典块体黏附理论及薄膜黏附问题的回顾可以看出，能量方法能够有效描

述薄膜在黏附接触中的非线性变形，并可通过变分原理自洽地给出接触线处的边界条

件，为分析黏附与脱粘行为提供统一框架。然而，在悬浮薄膜与刚性球体接触这一典型

体系中，现有研究多依赖小变形假设或特定近似，难以同时准确刻画几何非线性、材

料非线性及脱粘过程中的力学响应。因此，有必要借助严格的能量变分方法，系统考

虑该体系中薄膜的几何非线性与材料非线性，从而对其黏附行为进行更加精确的刻画。

进一步地，结合前文对润湿与黏附问题的分析可以看出，当前针对薄膜与不同介质接

触过程的研究尚缺乏一致性的变分描述框架，这也是本文所关注的核心问题之一。

1.5 本文研究内容

综上所述，薄膜在真实应用场景下表现出非线性变形与表界面效应共同主导的复

杂耦合行为，构成了薄膜力学研究中一个重要且值得深入探索的方向。尽管相关研究

已取得丰富进展，但在弹性薄膜非线性润湿行为的真实刻画、薄膜弹性毛细效应的定

量表征、非线性薄膜黏附行为的精确描述，以及考虑表面弹性效应的一致性变分框架

等方面，仍存在若干具有挑战性的问题。因此，本文聚焦于弹性薄膜与不同介质接触的

表界面力学行为，结合能量变分方法与非线性力学分析，系统讨论了薄膜的润湿、压

痕、黏附及表面弹性效应等表界面力学问题，揭示了薄膜在弹性与表界面耦合作用下

的非线性力学响应机制，如图1.17所示。本文具体内容如下：
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一、弹性薄膜的非线性润湿 二、薄膜弹性毛细效应实验与理论 三、非线性弹性薄膜的黏附理论

四、非线性弹性薄膜表界面问题的变分理论

N2
Water

图 1.17 本文主要研究内容

第一章：绪论。本章系统梳理了非线性弹性薄膜表界面力学的研究背景和意义，重

点阐述了薄膜非线性力学理论、表界面效应、薄膜润湿、薄膜黏附接触等关键问题的研

究现状。结合已有研究的不足，引出了本文的研究内容。

第二章：弹性薄膜的非线性润湿。本章从 FvK理论的变形描述出发，构建了无柄

液滴在悬浮薄膜上静态平衡时体系的总自由能泛函，涵盖薄膜的弯曲能、拉伸能以及

体系各界面的表面能。结合 FvK理论框架下的几何标度与能量标度进行量纲分析，推

导出薄膜在液滴毛细作用下的等效弯曲长度标度与特征挠度。将力学特征尺度与润湿

长度尺度进行比较，提出了表征薄膜可弯曲性与可变形性的无量纲参数，并据此划分

了液滴在薄膜上的润湿平衡构型的参数区间。最后，结合初边值问题的数值计算，讨论

了弯曲作用、尺寸效应等对润湿平衡构型的影响机制。本章所建立的模型为理解柔性

界面润湿行为及设计可控薄膜表面提供了理论基础。

第三章：薄膜弹性毛细效应实验与理论。本章设计并实施了不同介质-薄膜界面的

压痕实验，边界受控的薄膜在外力作用下发生面外变形，通过比较固液界面与固气界

面的面外变形差异，实现了弹性毛细效应的定量表征。在无矩薄膜的变形描述下，建立

了考虑表面张力的压痕理论模型，详细分析了薄膜与压头之间的界面黏附，以及非接

触区域表面张力对压痕力学响应的影响。结合实验条件，通过改变薄膜总张力和拉伸

刚度对压痕曲线进行拟合，得到了水-石墨烯界面与氮气-石墨烯界面的表面能差值，分

析了单层悬浮石墨烯的本征润湿性。在此基础上，理论方面，进一步对薄膜下陷效应及

弯曲刚度的影响进行了讨论；实验方面，还进行了弹性毛细效应的鼓泡实验表征。本章

提供了一种通过面外变形实验定量表征薄膜材料弹性毛细效应的策略。

第四章：非线性弹性薄膜的黏附理论。本章系统分析了轴对称悬浮薄膜与刚性球体
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的黏附接触问题。针对肥皂薄膜，解析求解了最小曲面方程以得到薄膜变形轮廓，定义

了肥皂薄膜与刚性球体接触的界面黏附，从而建立了肥皂薄膜拉脱力与变形的关系。针

对无矩薄膜，通过总势能最小化方法推导了薄膜的平衡方程与能量释放率，结合Griffith

能量准则给出了接触线处的界面稳定条件，对体系进行了数值求解，并重点讨论了共

形接触的几何非线性对脱粘力的影响。针对超弹性薄膜，在大变形框架下，通过总势能

最小化推导了平衡方程和能量释放率，分析了薄膜尺寸、预拉伸等因素对其脱粘行为

的调控作用，在此基础上，通过总自由能泛函引入表面张力，讨论了其对能量释放率和

脱粘行为的影响。结果表明，三类典型薄膜体系中均存在仅依赖于界面黏附与球体尺

寸的稳定脱粘力。本章研究将块体材料的经典黏附理论拓展到薄膜体系，为理解柔性

界面黏附力学提供了理论基础。

第五章：非线性弹性薄膜表界面问题的变分理论。本章在薄膜接触问题中引入表

面弹性的影响，基于动边界变分原理，建立了非线性弹性薄膜表界面问题的一致性变

分框架。首先，从概念出发，阐述了包含可动边界的固体接触体系变分原理，包括材料

变形对应的场变分及积分域变化对应的几何变分。以任意形状悬浮薄膜与刚体的接触

为例，进行了严格的变分分析，推导出薄膜变形的平衡方程及接触线处的自然边界条

件。其中，接触线的能量平衡条件可视为块体材料 Eshelby构型力守恒与 Griffith断裂

判据在二维薄膜界面问题中的推广。由于平衡条件可归结为总能量对构型扰动的一阶

变分为零，该理论还可自然推广至含固液界面的接触问题。最后，讨论了表面弹性在薄

膜-球体接触问题中对力-位移曲线及脱粘力的调控作用，并提出了基于预拉伸大变形的

非稳定脱粘力理论预测公式，为薄膜表面弹性定量表征提供了一种理论方法。

第六章：结论与展望。本章总结了全文的主要研究成果，并对未来的研究方向进行

了展望。
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第二章 弹性薄膜的非线性润湿

2.1 引言

液滴在可变形体上的润湿是一个典型的多尺度耦合问题。对于表面张力为 γ 的液

体与弹性模量为 E 的软固体之间的接触，弹性毛细长度 γ/E 将毛细主导的小尺度与弹

性主导的大尺度区分开来
[103-105]

。若接触线附近界面作用的典型长度为 a
[49,54]
，液滴尺寸

为 R，当 γ/E � a时，基底近似刚性，液滴形状满足经典润湿理论，如图2.1(a)中的情

况 i；而 a � γ/E � R时，接触线处会形成润湿脊
[106-107]

，体现出界面张力对软基底的显

著牵引作用，如图2.1(a)中的情况 ii；当弹性进一步减弱至 γ/E � R时，液滴趋于透镜

形态，弹性对整体形状的约束几乎可以忽略
[108-109]

，如图2.1(a)中的情况 iii。

(b)(a)

图 2.1 液滴在可变形体上的润湿
[105]
：(a)液滴在软固体上的润湿；(b)液滴在薄膜上的润湿

当基底为厚度 t � R的薄膜时，由于弯曲刚度 B ∼ Et3的引入，问题进一步复杂化。

γ/E � t 的条件下，润湿脊成为次要效应，液滴的毛细力不仅在接触线附近产生局部变

形，还会在更大尺度上诱导薄膜发生整体弯曲甚至拉伸
[110-111]

。因此，液滴-薄膜体系中

同时存在表界面张力、弯曲刚度与面内拉伸等多种物理机制的竞争与耦合，其主导行

为取决于液滴尺寸 R、薄膜厚度 t、材料模量 E 以及表面张力 γ 等参数之间的相对尺度

关系，不能直接通过软固体润湿的相关结论描述。

上述跨尺度的弹性毛细耦合行为构成了薄膜润湿问题的研究核心。目前有关研究

提出了一系列无量纲参数，用以统一各物理机制的特征长度和应力尺度，如表2.1所示。

由该表可见，现有研究通常以薄膜的拉伸刚度 Y = Et 定义的弹性毛细长度 lEC = γ/Y

和自然的弯曲毛细长度 lBC =
√

B/γ 为基础，结合液滴尺寸（半径 R或接触面积 A）与

应力尺度讨论薄膜的拉伸与弯曲响应；此外，预张力 T 或总张力 Ttot 作用亦常被纳入

分析框架。然而，这些参数往往基于特定的主导机制构建，例如仅比较拉伸效应与毛细

作用
[104,111]

，或依赖于一定的条件，例如将薄膜张力视为常数
[57]
。目前尚缺乏在统一理
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论描述下对薄膜变形与应力场的系统刻画。

表 2.1 薄膜润湿无量纲参数

物理机制 无量纲参数

可拉伸性 γ/Y
[104,111]

γR2/B
[103-104,110-111]

可弯曲性 2A(T − γ cosθY )/B
[57]

TtotR2/B
[56,62,112]

预张力效应 T/γ [104]

尺寸效应 R/R f
[104]

本章考虑 FvK框架下的薄膜弯曲与拉伸变形，对轴对称液滴-薄膜润湿接触中的非

线性力学响应，即薄膜的非线性润湿行为进行详细描述。主要内容安排如下：第 2节对

毛细作用下的 FvK薄膜润湿问题进行分析，考虑其弯曲、拉伸及各界面的表面能，基

于能量变分方法推导完整的平衡方程与边界条件，并对该多点边界值问题进行数值求

解；此外，给出弯曲刚度可忽略时，无矩薄膜极限的对应理论与数值解答；第 3节通过

能量平衡分析与应力尺度给出液滴-薄膜润湿体系的可变形性无量纲数与可弯曲性无量

纲数；第 4节基于数值计算结果，讨论无量纲拉伸刚度、弯曲刚度等物理参量对润湿平

衡构型的影响；第 5节讨论液滴重力作用对润湿体系的影响。第 6节对本章内容进行

总结。

2.2 毛细作用下的薄膜非线性润湿模型

2.2.1 总自由能及能量变分

基于图2.2(a)所示的真实实验场景构建轴对称液滴-薄膜接触模型，如图2.2(b)所示。

薄膜的固定端半径与液滴接触半径分别表示为 R f 和 rc，以薄膜的固定端高度及对称中

心为原点，薄膜和液滴的面外变形分别为 z和 zd，在接触线处，液气界面的转角为 θd，

接触线内外两侧薄膜转角分别为 θ−和 θ+。

(b)(a)

图 2.2 液滴-薄膜润湿接触：(a)轴对称悬浮薄膜润湿实验 [113]
；(b)轴对称液滴-薄膜润湿模型
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能量原理（或称变分原理）是求解该问题最有效的方法，其可推导出系统各界面

所对应的平衡方程及边界条件。考虑液滴体积较小的情况，此时液滴重力作用可忽略，

变形完全由液滴毛细作用驱动。薄膜的弯曲刚度和拉伸刚度共同参与变形平衡，此外，

还需考虑各界面的表面能。由此可列出润湿体系的总自由能表达式

Π = Πbend +Πstretch +Πsurf + p
[∫ rc

0
2πr(zd − z)dr−Vdroplet

]
(2.1)

上式中，p为 Lagrange乘子，其所在项约束了液滴体积守恒条件。Πbend和 Πstretch是薄

膜中储存的弯曲能量和拉伸能量，基于线弹性本构和小变形假设，二者可分别计算为

Πbend = 2πB
∫ R f

0

1
2

(
z′′2 +

z′2

r2 +
2
r

νz′z′′
)

rdr (2.2)

以及

Πstretch = 2π
∫ R f

0

1
2
(Nrεr +Nθ εθ )rdr (2.3)

上式中，z′ = dz/dr，ν 为薄膜的泊松比，B为薄膜的弯曲刚度。εr 和 εθ 分别是薄膜径

向和环向应变，根据薄板中面运动学关系，其可通过面内变形 u和面外变形 z计算

εr = u′+
1
2
(z′)2, εθ =

u
r

(2.4)

根据胡克定律，径向和环向薄膜张力分别为

Nr =
Y

1−ν2

(
εr +νεθ

)
, Nθ =

Y
1−ν2

(
εθ +νεr

)
(2.5)

其中 Y 为面内拉伸刚度，由薄膜的杨氏模量与厚度的乘积给出。

Πsurf为系统的界面能，其可计算为常数界面能密度与界面面积的乘积

Πsurf =
∫ rc

0
γd

√
1+ z′d

22πrdr+
∫ rc

0
(γsv + γsl)

√
1+ z′22πrdr+

∫ R f

rc

2γsv

√
1+ z′22πrdr

(2.6)

上式中，γd，γsv 和 γsl 分别为液滴自由表面，薄膜-空气接触界面，及薄膜-液滴接触界

面的界面能密度。

在润湿模型中，接触线位置由液滴毛细作用和薄膜弹性作用之间的能量竞争关系

决定，因此体系的平衡状态由可动边界条件 δ rc 6= 0及能量最小化条件 δΠ = 0共同确

定，自由能变分的基本形式为

δΠ = 2πδ
∫ r−c

0
L1dr+2πδ

∫ R f

r+c
L2dr (2.7)

其中，L1与 L2分别为接触区域和非接触区域的加权能量密度，其表示各区域能量密度

与轴对称积分权重 r的乘积，具体地，对于接触区域和非接触区域，分别有

L1 =
Et

2(1−ν2)
(εr

2 + εθ
2 +2νεrεθ )r+

B
2
(
z′2

r2 + z′′2 +2ν
z′

r
z′′)r

+γd

√
1+ z′d

2r+(γsv + γsl)
√

1+ z′2r+ p(zd − z)r (2.8)
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以及

L2 =
Et

2(1−ν2)
(εr

2 + εθ
2 +2νεrεθ )r+

B
2
(
z′2

r2 + z′′2 +2ν
z′

r
z′′)r+2γsv

√
1+ z′2r (2.9)

本小节在 Shanahan [58]
所提出的润湿问题能量变分计算式基础上，加入薄膜面内拉

伸变形 u(r)的变分，从而得到统一考虑体系面外变形 z(r)，zd(r)及薄膜的面内拉伸变

形 u(r)的能量变分具体计算式

δΠ
2π

=
∫ r−c

0

[
∂L1

∂ z
− d

dr

(
∂L1

∂ z′

)
+

d2

dr2

(
∂L1

∂ z′′

)]
δ zdr

+
∫ r−c

0

[
∂L1

∂u
− d

dr

(
∂L1

∂u′

)]
δudr+

∫ r−c

0

[
∂L1

∂ zd
− d

dr

(
∂L1

∂ z′d

)]
δ zddr

+
∫ R f

r+c

[
∂F2

∂ z
− d

dr

(
∂L2

∂ z′

)
+

d2

dr2

(
∂L2

∂ z′′

)]
δ zdr

+
∫ R f

r+c

[
∂L2

∂u
− d

dr

(
∂L2

∂u′

)]
δudr

+

[
∂L1

∂ z′
− d

dr

(
∂L1

∂ z′′

)]∣∣∣∣
r=r−c

δ z−+
∂L1

∂ z′′

∣∣∣∣
r=r−c

δ z′−

+
∂L1

∂ z′d

∣∣∣∣
r=r−c

δ z−d +
∂L1

∂u′

∣∣∣∣
r=r−c

δu−

−
[

∂L2

∂ z′
− d

dr

(
∂L2

∂ z′′

)]∣∣∣∣
r=r+c

δ z+− ∂L2

∂ z′′

∣∣∣∣
r=r+c

δ z′+

−∂L2

∂u′

∣∣∣∣
r=r+c

δu+{
L1 − z′

[
∂L1

∂ z′
− d

dr

(
∂L1

∂ z′′

)]∣∣∣∣
r=r−c

− z′′
∂L1

∂ z′′

∣∣∣∣
r=r−c

− z′d
∂L1

∂ z′d
−u′

∂L1

∂u′

∣∣∣∣
r=r−c

−L2 + z′
[

∂L2

∂ z′
− d

dr

(
∂L2

∂ z′′

)]∣∣∣∣
r=r+c

+ z′′
∂L2

∂ z′′

∣∣∣∣
r=r+c

+u′
∂L2

∂u′

∣∣∣∣
r=r+c

}
δ rc (2.10)

上式中，上标−/+表示接触线左侧或右侧的物理量，如 z− = z(r−c )，δ z−表示对该值的

变分，而不是函数变分 δ z在接触线左侧的值。方程(2.10)前四行包含五个面积域积分，

得到五个 Euler-Lagrange方程，分别对应接触区域薄膜的面外和面内平衡方程，液滴的

Laplace方程，以及非接触区域薄膜的面外和面内平衡方程；其余变分项对应体系的边

界条件。接下来，根据薄膜接触问题的具体能量形式给出变分推导的结果，并基于这些

结果对润湿模型进行完整的力学描述。

2.2.2 控制方程与边界条件

首先，对于液滴自由表面，令 δ zd 6= 0得到其变形的 Laplace方程

γd

[
z′d

r(1+ z′2d )
1/2 +

z′′d
(1+ z′2d )

3/2

]
= p (2.11)
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上式中，中括号内的两项为液滴变形轮廓的主曲率，反映了液滴自由表面的非线性变

形。由该式可见，约束乘子 p在物理上表示液滴内部的均匀压力。对于薄膜变形，其面

外变形的变分 δ z 6= 0对应面外平衡方程，考虑接触区域和非接触区域的界面及荷载差

异，整个薄膜域上的面外平衡方程可统一表示为

B∇2∇2z−Nrκr −Nθ κθ − γ(r)(κr +κθ )− p(r) = 0 (2.12)

上式中，弯曲变形项采用轴对称坐标下的 Laplace 算子，其形式为 ∇2 f = d2 f/dr2 +

r−1d f/dr；拉伸项和表面张力项中，κr = d2z/dr2和 κθ = r−1dz/dr分别表示薄膜变形的

径向曲率和环向曲率。γ(r)为薄膜的界面能密度函数，可分区域表示为

γ(r) =

 γsl + γsv r < rc

2γsv rc < r < R f

(2.13)

在不考虑重力的情况下，液滴近似为球形，其在薄膜上施加的均匀压力可通过 Laplace

方程(2.11)计算，因此有

p(r) =


2γd sinθd

rc
r < rc

0 rc < r < R f

(2.14)

此外，薄膜面内变形的变分 δu 6= 0对应其面内平衡方程
d
dr

Nr +
Nr −Nθ

r
= 0 (2.15)

由该方程可见，薄膜的面内平衡由拉伸张力主导，且在接触区域和非接触区域形式相

同。这是由于本章所讨论的润湿模型侧重于对体系各部分能量的全面考虑，采用了常

数形式的表面能密度；而在一些侧重于讨论固体表面弹性的大变形润湿问题中，表面能

密度往往与拉伸能密度一样具有应变依赖性，从而在面内平衡方程中引入表面张力
[61]
。

为求解方便，可引入应力函数 Φ，薄膜弹性张力可以通过应力函数表示为

Nr =
Φ
r
, Nθ =

dΦ
dr

(2.16)

通过应力函数，面内平衡方程(2.15)可自动满足，而面外平衡方程(2.12)可改写为

B∇2∇2z− 1
r

d
dr

(Φz′)− γ(r)
1
r

d
dr

(rz′)− p(r) = 0 (2.17)

为保证应力函数对应的薄膜张力与变形相协调，应力函数还需满足相容方程

r
d
dr

[
1
r

d
dr

(r Φ)

]
=−Y

2
(z′)2 (2.18)

方程(2.17)和(2.18)共同构成体系的控制方程。

能量最小化条件 δΠ = 0的其他项构成体系的边界条件。具体地，根据薄膜变形的

自然边界条件，接触线两侧面内变形连续，即 u− = u+ = uc，uc为接触线处的面内拉伸
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变形。将对应变分 δu− = δu+ 6= 0代入方程(2.10)，得到薄膜径向张力的连续性条件

N−
r = N+

r (2.19)

结合方程(2.19)及(2.5)可知，接触线处的径向张力及环向张力均连续，通过应力函数求

解时，这两个条件分别对应

Φ− = Φ+, Φ′− = Φ′+ (2.20)

考虑弯曲刚度的情况下，薄膜在接触线处的变形具有连续性和非奇异性，即 z− = z+ = zc

且 z′− = z′+ = z′c。基于此，通过接触线转角的变分 δ z′c得到接触线处二阶变形的连续性

条件 z′′− = z′′+。除上述自然和连续性边界条件之外，接触线面外位移的变分 δ zc 对应

接触线处垂直方向平衡条件

γd sinθd +(γsv − γsl)sinθ +B(z′′′−− z′′′+) = 0 (2.21)

而接触线位置的变分 δ rc对应接触线处水平方向平衡条件

γd cosθd − (γsv − γsl)cosθ +Bz′c(z
′′′−− z′′′+) = 0 (2.22)

上式中，θ 表示薄膜在接触线处的变形角，有 θ− = θ+ = θ。由方程(2.21)和(2.22)可知，

在小变形的框架下，同时考虑薄膜的拉伸、弯曲以及各界面表面张力时，接触线处表面

张力的非对称性对应于剪力平衡条件，由于变形的连续性，拉伸张力并未在此情况下

参与接触线处力的平衡。

而当薄膜厚度逐渐减小时，相较于拉伸刚度 Y = Et，弯曲刚度 B = Et3/[12(1−ν2)]

会更快衰减，系统的总自由能中弯曲应变能 Πbend项可在渐近意义下忽略，此时能量变

分仍可通过(2.10)计算，计算式中对挠度的高阶导数被自然略去，从而得到对应于无矩

薄膜极限的控制方程和边界条件。具体地，在拉伸和表面张力作用下，通过应力函数Φ

表示的薄膜面外平衡方程为

1
r

d
dr

(Φz′)+ γ(r)
1
r

d
dr

(rz′)+ p(r) = 0 (2.23)

式中应力函数 Φ 仍需满足(2.18)所示的相容方程。对于无矩薄膜极限，接触线处变形

不再满足高阶连续性条件，仅有面外变形连续性条件 z− = z+ 及面内变形连续性条件

u− = u+。基于这两个条件，仍可推导出径向张力及环向张力的连续性条件，而接触线

处垂直方向的平衡条件则改写为

γd sinθd + sinθ+(2γsv +N+
r ) = sinθ−(γsl + γsv +N−

r ) (2.24)

与之类似，接触线位置的变分 δ rc对应接触线处水平方向的平衡条件

γd cosθd + cosθ−(γsl + γsv +N−
r ) = cosθ+(2γsv +N+

r ) (2.25)

以上两式表明，在弯曲刚度可以忽略时，薄膜润湿接触线处满足 Neumann张力平衡条
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件，且薄膜张力包括固体界面的表面张力与拉伸张力。

2.2.3 无量纲化与数值求解

上述能量分析得到了液滴-薄膜接触体系的控制方程和自然边界条件。本小节对体

系进行无量纲化处理，并给出该边界值问题的数值求解策略。由于液滴的表面张力 γd

是目前分析框架下唯一的变形驱动作用，而薄膜固定端半径 R f 可以通过实验条件确定，

通过这两个物理量对体系进行无量纲化：

ρ =
r

R f
, ζ =

z
R f

, γ̄sl =
γsl

γd
, γ̄sv =

γsv

γd
, T̄ =

T
γd
, Ȳ =

Y
γd
, Φ̄ =

Φ
γdR f

, p̄ =
pR f

γd
(2.26)

其中 T 为薄膜固定端 R f 处的预张力。接下来，基于无量纲体系给出薄膜润湿边界值问

题的数值求解框架。首先对考虑弯曲刚度的 FvK薄膜进行分析，对应无量纲化的面外

平衡方程为

B̄(ζ ′′′′+2
ζ ′′′

ρ
− ζ ′′

ρ2 +
ζ ′

ρ3 )− γ̄(ρ)
1
ρ

d
dρ

(ρζ ′)− 1
ρ

d
dρ

(Φ̄ζ ′)− p̄(ρ) = 0 (2.27)

上式中，B̄ = B/(γdR2
f )是无量纲化的弯曲刚度。经无量纲化处理的相容方程为

ρ
d

dρ

[
1
ρ

d
dρ

(ρΦ̄)

]
=−Ȳ

2
(ζ ′)2 (2.28)

具体的求解中，方程(2.27)和(2.28)均包含接触区域 (0,ρc)及非接触区域 (ρc,1)两部分，

因此体系控制方程包括两个四阶方程和两个二阶方程，共需要 12 个边界条件以求解，

其包括：

(i)对称中心 ρ = 0处的自然和对称边界条件

ζ ′(0) = 0, ζ ′′′(0) = 0, Φ̄(0) = 0 (2.29)

(ii)远端 ρ = 1处的固定边界条件

ζ (1) = 0, ζ ′(1) = 0, Φ̄′(1)−νΦ̄(1) = (1−ν)T̄ (2.30)

(iii)接触线 ρ = ρc处的连续性条件

ζ− = ζ+,ζ ′− = ζ ′+,ζ ′′− = ζ ′′+,Φ̄− = Φ̄+,Φ̄′− = Φ̄′+ (2.31)

以及力的平衡条件

sinθd +(γ̄sv − γ̄sl)sinθ+B̄(ζ ′′′−−ζ ′′′+) = 0 (2.32)

cosθd − (γ̄sv − γ̄sl)cosθ + B̄ζ ′
c(ζ ′′′−−ζ ′′′+) = 0 (2.33)

上式中，无量纲化的横向张力平衡条件用于未知参量 θd 的求解，此外，对未知接触线

位置 rc的求解还需用到体积守恒条件。方程(2.27)-(2.33)构成完整闭合的求解体系，用

以求解同时考虑弯曲、拉伸、表面张力及预张力的薄膜在液滴作用下的变形平衡。
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而在无矩薄膜极限下，对应的无量纲化面外平衡方程简化为

γ̄(ρ)
1
ρ

d
dρ

(ρζ ′)+
1
ρ

d
dρ

(Φ̄ζ ′)+ p̄(ρ) = 0 (2.34)

求解所需要的边界条件包括：

(i)轴对称条件

ζ ′(0) = 0, Φ(0) = 0 (2.35)

(ii)固定端条件

ζ (1) = 0, Φ̄′(1)−νΦ̄(1) = (1−ν)T̄ (2.36)

(iii)接触线条件

ζ− = ζ+, Φ̄− = Φ̄+, Φ̄′− = Φ̄′+ (2.37)

sinθd + sinθ+(2γ̄sv + N̄+
r ) = sinθ−(γ̄sl + γ̄sv + N̄−

r ) (2.38)

cosθd + cosθ−(γ̄sl + γ̄sv + N̄−
r ) = cosθ+(2γ̄sv + N̄+

r ) (2.39)

上式中，N̄r = Nr/γd 为无量纲化的径向拉伸张力。

上述方程(2.34)-(2.39)构成无矩薄膜极限的完整求解体系。通过MATLAB的 bvp5c

工具箱分别对上述两种情况进行求解。具体地，在 FvK薄膜理论和无矩薄膜极限下，液

滴润湿模型均属于多点边界值问题。尽管 bvp5c可直接求解这类问题，但在润湿体系

中，液滴的接触线位置及接触角均为未知量，因此需要通过牛顿迭代法同时求解这两

个未知参数。

2.3 薄膜可变形性与可弯曲性无量纲参数

D
ef

or
m

ab
ili

ty

Bendability

iiiiv

ii i

图 2.3 轴对称薄膜体系润湿相图：彩色实线和黑色虚线分别对应 FvK薄膜理论与无矩薄膜极
限的润湿变形轮廓解答。局部放大图比较了宏观上弯曲刚度可忽略时，接触线附近 FvK

薄膜理论与无矩薄膜极限在变形求解中的不同表现

在液滴薄膜润湿体系中，预张力、弯曲刚度、拉伸刚度以及薄膜尺寸等因素均有可
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能引起润湿体系平衡形态的变化。对于厚度较小的薄膜，当其弹性模量较大或承受较

大预张力时，液滴的毛细作用难以驱动薄膜产生明显变形，此时润湿构型可近似为刚

性基底的情形，如图2.3中的 i所示。另一方面，当薄膜材料本身较软但厚度较大，或对

于仿生夹芯结构
[114-115]

、机械超材料
[116-117]

等具有特殊弯曲刚度的结构，在一定的参数范

围内，弯曲效应会使薄膜在宏观上呈现出近乎不可变形的特征，此时无矩薄膜理论将

不再适用，如图2.3ii所示。上述两种情形分别对应薄膜在宏观尺度上近似不可变形的

两类情况。对于足够薄的薄膜，弯曲效应在宏观上可忽略，薄膜的宏观变形行为可以通

过无矩薄膜理论描述，弯曲仅在接触线附近的区域影响应力与变形分布，如图2.3iii所

示。特别地，当薄膜具有一定面外变形能力和一定弯曲抵抗作用时，其还可能呈现出具

有一定程度变形、但弯曲在宏观上可以展现出的平衡构型，如图2.3iv所示。

为了统一描述体系中拉伸刚度、弯曲刚度及液滴毛细作用等对平衡构型的影响，基

于体系的变形几何与量纲平衡，本小节定义了可变形性无量纲参数 λ 和可弯曲性无量

纲参数 β，分别用于评估薄膜发生面外变形的能力以及弯曲效应在宏观尺度上的体现。

首先对可变形性进行分析，其可通过特征挠度 δ∗ 与固定端半径 R f 的比值来表征。在

液滴 Laplace压力作用下，基于小变形几何关系，薄膜的曲率与挠曲诱导的面内应变分

别满足如下标度关系：

κ ∼ δ∗
r2

c
, ε ∼

(
δ∗
rc

)2

(2.40)

基于上述变形标度，可对薄膜的弹性能量进行标度估算。弯曲能量标度为

Πbend ∼ Bκ2 × r2
c ∼ B

δ 2
∗

r2
c

(2.41)

面内弹性拉伸能标度为

Πstretch ∼ Y ε2 × r2
c ∼ Y

δ 4
∗

r2
c

(2.42)

在固定端边界条件下，薄膜上下表面的自由表面能 γsv所引起的热力学应力无法通过自

由收缩释放，从而转化为等效的面内预拉伸，并与远端施加的预张力 T 叠加。因此，与

面内预张力相关的能量贡献可表示为

ΠT ∼ (T +2γsv)ε × r2
c ∼ (T +2γsv)δ 2

∗ (2.43)

其中，系数 2来自薄膜上下两表面。此项能量综合考虑了机械预拉伸与表面能对薄膜

面内弹性的整体贡献。液滴 Laplace压力对薄膜做功的标度为

Wp = pδ∗r2
c (2.44)

根据液滴平衡方程，上式中均匀压力的标度为 p ∼ γd/rc。系统的能量标度平衡要求

Wp ∼ Πbend +Πstretch +ΠT (2.45)
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由此得到标度平衡方程

Y δ 3
∗ +[B+(T +2γsv)r2

c ]δ∗− γdr3
c = 0 (2.46)

求解该一元三次方程，得到特征挠度的标度为

δ∗ =

γdr3
c

Y
+

√(
γdr3

c
Y

)2

+

(
B+(T +2γsv)r2

c
Y

)3
 1

3

+

γdr3
c

Y
−

√(
γdr3

c
Y

)2

+

(
B+(T +2γsv)r2

c
Y

)3
 1

3
(2.47)

该特征挠度是能量平衡标度方程的自然求解结果，能够较为真实地反映液滴毛细力的

变形诱导效应与薄膜弯曲、拉伸、表面能、预张力等物理参数的变形抵抗作用。将其与

薄膜固定端半径 R f 进行比较，得到润湿体系的可变形性无量纲数

λ =
δ∗
R f

=

ρ3
c

Ȳ
+

√(
ρ3

c

Ȳ

)2

+

(
B̄
Ȳ
+

(T̄ +2γ̄sv)ρ2
c

Ȳ

)3
 1

3

+

ρ3
c

Ȳ
−

√(
ρ3

c

Ȳ

)2

+

(
B̄
Ȳ
+

(T̄ +2γ̄sv)ρ2
c

Ȳ

)3
 1

3
(2.48)

该无量纲数反映了薄膜的宏观变形程度。当 λ 较小（λ ≤ 0.05）时，薄膜处于弱变形区

间，宏观形貌基本保持平坦，类似于刚性基底；而 λ 较大（λ > 0.05），薄膜进入显著

变形区间，其宏观挠曲效应开始主导界面形貌。

接下来，考虑可弯曲性无量纲数 β。对于自由边界薄膜，衡量弯曲与毛细作用竞

争的自然标度为 lBC ∼
√

B/γ，其中 γ 是引起可变形体弯曲变形的表面张力作用。然而，

在边界固定条件下，弯曲效应在宏观尺度上的显现会受到面内总张力的限制，因此相

关标度需要以总张力 Ttot为基准来衡量，此时对应的弯曲长度标度为 lBC ∼
√

B/Ttot。在

实验性研究中，这一概念已被广泛应用
[56,62,112]

。Kozyreff等人 [57]
在理论模型中进一步提

出了考虑预张力时的总张力估计形式，而 Davidovitch和 Vella [111]
则指出，由毛细力引

起的面内拉伸可能并非微扰项，而是决定接触区域薄膜张力的主导因素，从而定义了

局部弯曲边界层长度。在本研究中，为了衡量薄膜弯曲效应的宏观整体影响，将所有可

能对面内张力产生作用的因素叠加，得到等效弯曲长度标度

lBC =

√
B

T +2γsv +Y 1/3γ2/3
d

(2.49)

上式中，Y 1/3γ2/3
d 是液滴毛细力所引发的拉伸应力标度，根据方程(2.40)，(2.42)及(2.44)联

合求解。

由此，薄膜的可弯曲性无量纲数可定义为接触半径与等效弯曲长度标度比值的平
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方，即

β =
ρ2

c

(
T̄ +2γ̄sv + Ȳ 1/3

)
B̄

(2.50)

该无量纲数可作为区分弯曲主导与张力主导两种力学机制的判据：当 β 较小时，弯曲

效应可在宏观上体现，薄膜整体形状较为平滑，力学响应更接近经典薄板行为；而当 β

较大时，面内张力效应占据主导，其宏观轮廓体现出典型的张力主导型形貌特征，忽略

重力的情况下，薄膜变形主要集中在液滴覆盖区域及接触线附近，而非接触区域则保

持近似平坦。两种机制的转变临界值为 β ∼ 102。

2.4 毛细作用下的薄膜润湿平衡状态

本节基于数值计算结果及无量纲参数，分析液滴薄膜体系在不同物理量组合作用

下的参数区间过渡及平衡形态变化。

2.4.1 弯曲刚度的影响

首先考察无量纲弯曲刚度的影响。图 2.4展示了无量纲弯曲刚度对体系平衡构型的

调节，包括参数区间的演变、接触角变化以及平衡变形轮廓的调整。

以图2.4(a)中无量纲预张力 T̄ = 0的情况为基准进行分析，此时薄膜的变形形态由

其内在弹性特征决定。当无量纲弯曲刚度 B̄从 10−1 连续变化为 10−6 时，体系依次经

历弯曲主导的近似刚性区间、弯曲效应在宏观尺度上可观测的过渡区间，以及宏观变

形与无矩薄膜理论相一致的张力主导区间，对应的典型变形轮廓如图2.4(c)-(e)。三种情

况下，无矩薄膜极限的计算参数保持一致，由于忽略了重力影响，液滴毛细作用所引

起的无矩薄膜变形集中在接触区域，非接触区域薄膜不受横向外荷载，保持平坦状态。

图2.4(f)展示了接触线附近的薄膜变形情况，该局部区域以 lBC作为基准尺度放大呈现。

在无矩薄膜极限下，变形轮廓在接触线处出现明显斜率不连续现象，而若考虑弯曲刚

度，轮廓在该区域保持光滑，不出现斜率突变，体现了弯曲效应对局部形貌的正则化作

用。需要说明的是，lBC 用于在宏观尺度上判断弯曲效应是否可以显著区分，是一种有

效的弹性毛细长度。该长度综合了多种可能引起薄膜面内张力的作用，因此并不等同

于由真实总张力 Ttot决定的实际边界层厚度；在实际物理意义上，真实边界层厚度通常

略大于 lBC。

图2.4(b)展示了接触角随无量纲弯曲刚度的变化规律。在计算中，设置无量纲固气

表面能 γ̄sv = 0.5，无量纲固液表面能 γ̄sl = 0.24，根据 Young接触角计算公式(1.16)，液

体与薄膜接触的杨氏角满足

θY = arccos(γ̄sv − γ̄sl) = 75◦ (2.51)
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(a) (b)

(e)

(c) (d)

(f)

Ⅰ

Ⅱ Ⅲ

Ⅰ Ⅱ

Ⅲ

图 2.4 弯曲刚度对薄膜润湿平衡构型的影响：(a)弯曲刚度作用下的润湿参数区间演变，计算
条件为 ρc ∼ 0.2，Ȳ = 50，γ̄sv = 0.5，γ̄sl = 0.24；(b)接触角随弯曲刚度的变化，θd，θ−

及 θa 分别表示液气界面接触角，薄膜接触区域转角及二者之和，散点和实线分别对应

考虑弯曲效应和无矩薄膜极限的计算结果；(c)-(e) T̄ = 0时，不同弯曲刚度对应的润湿
平衡构型，绿色实线与黑色虚线分别对应考虑弯曲效应和无矩薄膜极限的计算结果；(f)

对应 B̄ = 10−5 接触线附近区域局部放大图

图2.4(b)中实线为对应于无量纲拉伸刚度 Ȳ = 50的薄膜极限变形角，由于拉伸刚度未

发生变化，其始终保持为常数。图中散点对应考虑弯曲效应的计算，可以发现对应于

不同的无量纲弯曲刚度，液滴接触角与薄膜接触区域转角之和 θa始终等于杨氏角，体

现了经典板理论的接触角规律。当弯曲刚度较大时（图 (f)右端），薄膜几乎不发生变

形，液气界面夹角近乎等于杨氏角，即刚性极限下的表观接触角。而当弯曲刚度较小时

（图 (f)左端），液气界面夹角值向薄膜极限趋近，当 B̄ ≤ 10−5时，二者近乎相等，约为

θd ∼ 58.7◦。此时根据数值计算结果，考虑弯曲效应时，接触区域变形角 θ−
bend ∼ 15.6◦，

薄膜极限下，接触区域变形角 θ−
mem ∼ 33.8◦，因此，接触角之间的关系满足

θY −θd

θ−
mem

∼
θ−

bend

θ−
mem

∼ 1
2

(2.52)

该关系不仅与 Schroll 等人 [104]
能量最小化的理论推导完全一致，也与 Nadermann 等
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人
[118]
以及 Schulman和 Veress [56] 的实验结果相符。在此理论出现之前，两组实验在总

接触角 θa是否等于杨氏角上曾得出完全相反的结论
[111]
，上述分析表明，这种差异的产

生源于两组实验分别采用了 θ−
bend 和 θ−

mem 作为实验测量的表观接触角。需要说明的是，

在图 (f)所示的范围内，无量纲拉伸刚度虽然较大，但尚未达到严格满足 γd/Y ∼ 0的程

度。若达到该程度，方程(2.52)所示的关系将会更加严格地成立。

当无量纲预张力较大时，薄膜的整体变形形态主要由预张力主导，其弯曲效应及

整体可变形性在宏观尺度上均不显著。随着预张力的增大，考虑弯曲效应的 FvK薄膜

和无矩薄膜的固液界面夹角均逐渐减小；相应地，液气界面夹角占据主导地位，并在两

种情形下均趋近于杨氏角。

此外，本小节还考察了液滴润湿性不同的情况，如图2.5所示，其对应杨氏角 θY =

120◦。杨氏角为钝角时，接触角度随无量纲弯曲刚度的变化规律与锐角的情况相一致，

随着弯曲刚度减小（图中紫色散点从右到左），液气界面夹角逐渐从杨氏角过渡为与薄

膜极限液气界面夹角相等，当 B̄ ≤ 10−5时，θd ∼ 105.4◦，θ−
bend ∼ 14◦，θ−

mem ∼ 27.4◦，仍

与方程(2.52)所描述的关系相一致。图2.5(b)-(e)展示了随着弯曲刚度减小，薄膜变形从

不可变形的参数区间，过渡到可变形且弯曲效应在宏观上可观察的区间，再进一步进

入薄膜极限参数区间的过程。

(a) (b)

(c) (d)

图 2.5 弯曲刚度对薄膜润湿平衡构型的影响：(a)接触角随弯曲刚度的变化，计算条件为 ρc ∼
0.2，Ȳ = 50，γ̄sv = 0.5，γ̄sl = 1，T̄ = 0；(b)-(d)不同弯曲刚度对应的润湿平衡构型，绿

色实线与黑色虚线分别对应考虑弯曲效应和无矩薄膜极限的计算结果

2.4.2 液滴尺寸的影响

接下来，考虑液滴尺寸对液滴-薄膜体系平衡形态的影响。图2.6展示了在不同液滴
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半径下，随着薄膜弯曲刚度增减小，润湿体系的平衡构型变化。由图2.6(a) 可以看出，

对于每一液滴尺寸，弯曲刚度减小均使体系参数区间向无矩薄膜极限方向发展；同时，

当液滴尺寸较大时，无论弯曲刚度取何值，薄膜的整体变形能力均明显增强，且更易转

换到弯曲刚度可忽略的区间。图2.6(b)-(d)展示了较硬薄膜 Ȳ = 100, B̄ = 0.1在不同尺寸

液滴作用下的变形轮廓。当液滴接触半径 ρc ∼ 0.2时，弯曲刚度对整体变形具有显著

调节作用，薄膜几乎表现为不可变形；当 ρc ∼ 0.4时，即便弯曲刚度较大，薄膜仍会产

生轻微但宏观可辨的变形；而当 ρc ∼ 0.9时，尺寸效应占据主导地位，即使对应较硬薄

膜，整体变形仍然显著，此时 B̄ = 0.1所对应的较大弯曲刚度对宏观构型的影响已十分

有限，变形轮廓趋向于薄膜极限情形下的计算结果。在本算例中，为突出尺寸效应对薄

膜可弯曲性的增强，选取了拉伸刚度较大的薄膜参数。大尺寸液滴使薄膜整体发生显

著面外挠曲，但接触线处局部顺应性仍有限。液滴自由界面为球面，接触线高度和接触

角的微小差异在球形轮廓下被放大，从而导致液滴中心高度出现一定差别。图2.6(e)-(g)

展示了杨氏角 θY = 120◦的情况，尺寸效应主导的薄膜变形规律与上述锐角的情况相一

致。

(a) (b)

(e)

(c) (d)

(f) (g)

Ⅰ

Ⅱ

Ⅲ

ⅢⅡⅠ

Ⅰ

ⅢⅡ

图 2.6 液滴尺寸对薄膜润湿平衡构型的影响：(a)液滴半径对润湿参数区间的改变，计算条件
为 Ȳ = 100，γ̄sv = 0.5，γ̄sl = 0.24，T̄ = 0；(b)-(d)不同液滴尺寸对应的润湿平衡构型，绿
色实线与黑色虚线分别对应考虑弯曲效应和无矩薄膜极限的计算结果；(e)-(g)杨氏角为

钝角时，对应不同液滴尺寸的薄膜润湿变形轮廓
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2.4.3 拉伸刚度的影响

接下来，考虑薄膜拉伸刚度对液滴薄膜体系平衡形态的影响，如图2.7所示。

(a)

(c)

(e)

(b)

(d)

(f)

Ⅰ

Ⅱ

Ⅲ

Ⅰ Ⅱ

Ⅲ

图 2.7 拉伸刚度对薄膜润湿平衡构型的影响：(a)拉伸刚度对润湿参数区间的改变，计算条件
为 B̄ = 10−2，γ̄sv = 0.5，γ̄sl = 0.24，T̄ = 0；(b)拉伸刚度对接触角的影响，散点和直线分
别对应 B̄ = 10−2 和薄膜极限，其余条件均一致；(c)-(e)不同拉伸刚度的润湿平衡构型，
绿色实线与黑色虚线分别对应 B̄ = 10−2和无矩薄膜极限的计算结果；(f) Ȳ = 103，平衡

变形轮廓的接触线放大图

图2.7(a) 展示了不同液滴尺寸下，拉伸刚度变化对参数区间的影响。对应于每一

液滴尺寸，随着拉伸刚度的增大，薄膜的变形逐渐由弯曲主导过渡为拉伸主导，同时

整体变形幅度明显减小。图2.7(c)-(f)讨论了液滴半径 ρc ∼ 0.4时，拉伸刚度增大所带

来的薄膜变形轮廓改变。当拉伸刚度较小（对应点 I，Ȳ = 10），即便弯曲刚度较大

B̄ = 10−2，由于薄膜本身较为柔软，其整体变形仍然较大，此时弯曲刚度对于宏观变形

的影响已趋于可忽略。当拉伸刚度增大至 Ȳ = 1000，薄膜的拉伸响应接近刚性极限，此

时弯曲效应对宏观变形的影响可完全忽略，仅在接触线附近通过平滑局部曲率对变形

起到正则化作用，如图2.7(f)所示。图2.7(b)展示了不同拉伸刚度下接触线处角度的变

化规律，对于无矩薄膜，拉伸刚度的增大使薄膜接触区域的转角迅速减小，而液滴转

角有所增大，二者之和呈下降趋势；对于考虑弯曲刚度的情况，拉伸刚度的增大同样
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会限制接触区域转角，但角度关系仍满足经典板理论的接触角规律。当 Ȳ = 103时，两

种情形下接触区域薄膜转角均趋向于零，但仍满足方程2.52中的二倍关系。特别地，在

此图中将薄膜极限拓展到 Ȳ = 1的超软薄膜，此时薄膜接触区域的变形角大小已超过

液气界面转角，接触线处角度值分别为 θa = 108.85◦, θi = 63.28◦, θd = 45.57◦。考虑完

全由表面张力控制的情况，液气界面的表面张力为 γ̄d = 1，固液界面的总表面张力为

γ̄sl + γ̄sv = 0.74，固气界面的总表面张力为 2γsv = 1，基于 Neumann定理得到的接触角

为 θa = 111.7◦, θi = 68.3◦, θd = 43.3◦。由此可见，Ȳ = 1时，界面近乎完全由表面张力

主导。

2.5 液滴重力对薄膜润湿行为的影响

上述分析讨论了液滴毛细作用诱导薄膜变形的机制，其适用于大多数二维材料的

润湿性测试等实验场景，该驱动模式被众多文献所研究
[61,111]
。然而，当液滴尺寸或密度

较大时，重力也可能会影响液体在固体上的铺展形态，如使液滴自由表面变平，从而影

响固液接触角
[38,119]
。因此，本节给出重力对弹性薄膜润湿构型的补充分析。

考虑液滴密度 ψ，润湿体系的总自由能可改写为

Π = Πbend +Πstretch +Πsurf + p0

[∫ rc

0
2πr(zd − z)dr−Vdroplet

]
+
∫ rc

0

ψg
2

r(z2
d − z2)dr

(2.53)

利用方程(2.10)计算该自由能的变分，得到考虑重力作用的液滴 Laplace方程

γd

[
z′d

r(1+ z′2d )
1/2 +

z′′d
(1+ z′2d )

3/2

]
= ψgzd + p0 (2.54)

其中，p0 为考虑重力的情况下液滴内部压力基准值，当液滴形状近似为球形时，其近

似满足 p0 = 2γd/R，这里的 R表示液滴顶点曲率半径。本小节在体系能量中统一考虑

了重力和毛细作用的影响，该基准压力通过数值计算自然确定其具体值。考虑重力时，

对应的薄膜面外平衡方程为

B∇2∇2z−Nrκr −Nθ κθ − γ(r)(κr +κθ ) = p(r) (2.55)

其中表面张力函数 γ(r)同方程(2.13)，液滴压力项则改写为

p(r) =

 ψgz+ p0 r < rc

0 rc < r < R f

(2.56)

根据变分推导，重力效应的引入并不改变接触线处的连续性及平衡条件，但会引入新

的无量纲参数 Bo = ψgR2
f /γd。该无量纲参数在考虑重力及毛细作用的体系下十分常见，

通常被称为邦德数（Bond number），其衡量了重力作用和毛细作用的相对强度。在本

小节所讨论的润湿体系中，选取薄膜固定半径 R f 作为长度尺度，以刻画液滴重力和毛
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细力的双重作用对薄膜宏观变形的影响。

考虑重力时，液滴自由膨胀表面不再是球形，需要基于其平衡方程(2.54)进行数值

求解，该方程描述了液滴变形的高度几何非线性，其与薄膜部分的多点边界值问题耦合，

使求解更为复杂。为解决该问题，将液滴平衡方程改写为基本坐标量 {r(ξ ),zd(ξ ),ϕd(ξ )}
关于弧长 ξ 的一阶方程组，其无量纲形式为

dρ
dξ̄

= cosϕd,
dζd

dξ̄
=−sinϕd,

dϕd

dξ̄
=−p̄0 −Boζd −

sinϕd

ρ
(2.57)

上式各几何参量仍通过固定端半径 R f 进行无量纲化。方程(2.57)可通过 MATLAB 的

ode45函数进行求解。具体计算中，首先给出初始化参数 p̄0，ζ0，ξc以及 ρc，分别对应

液滴基准压力、液滴对称中心高度、接触线对应的弧长及接触半径，基于这些参数求解

方程(2.57)，得到液滴接触角 ϕd(ρc) = θd，从而结合初始接触半径求解薄膜物理场；进

一步，根据连续性条件和平衡条件构造误差函数，对各初始参数进行牛顿迭代，直至误

差满足规定要求。

图2.8中讨论了不同邦德数 Bo 对润湿平衡轮廓的影响。随着 Bo 的增大，液滴自由

表面的顶点趋于平坦，薄膜整体变形明显增强；在接触线附近，薄膜接触区域的变形角

逐渐增大，而液滴接触角逐渐减小。值得注意的是，当重力作用导致体系发生较大变形

时，FvK薄板理论的结果并未进一步趋近于无矩薄膜理论。这是因为薄板理论中弯曲

刚度通过曲率产生额外的恢复作用，而无矩薄膜理论仅依赖面内拉伸与预张力来平衡

外载荷，两者抵抗重力变形的力学机制不同。

(a) (b)

图 2.8 液滴重力作用对薄膜润湿平衡构型的影响：(a)杨氏角为 75◦的情况；(b)杨氏角为 120◦

的情况。两组结果均采用计算参数 Ȳ = 10，B̄ = 10−2，T̄ = 0，ρc ∼ 0.4，黑色虚线表示
无矩薄膜理论的计算结果

2.6 本章小结

本章从 Föppl-von Kármán理论的变形描述出发，构建了无柄液滴在悬浮薄膜上静

态平衡时的体系总自由能泛函，考虑了各界面表面能、薄膜弯曲能和拉伸能。对总自由

能进行变分分析，推导了体系的平衡方程与边界条件，进而对边界值问题进行数值求

解，得到轴对称体系下空间变化的薄膜张力场与位移场。基于能量标度分析，首先确
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立了液滴毛细诱导下薄膜变形的特征挠度 δ∗，将其与薄膜尺寸进行比较，得到描述薄

膜宏观可变形性的无量纲参数 λ；在考虑毛细诱导拉伸张力、表面张力、预张力的基础

上，进一步确立了有效弯曲长度标度 lBC，将其与液滴尺寸进行比较，得到衡量薄膜宏

观弯曲效应显现程度的无量纲参数 β。基于数值计算结果对薄膜在不同物理量调节下

的区间变化进行了讨论，并详细分析了各区间下薄膜的变形及润湿角等力学行为。此

外，针对较大液滴，本章还讨论了重力对润湿平衡构型的影响。考虑重力后，液滴自由

膨胀表面不再保持为球形，其变形形状需通过初值问题求解方法得到。液滴重力作用

通过无量纲参数 Bo描述，重力作用使液滴顶部平坦化，液气界面接触角减小，而薄膜

变形程度和固液界面接触角均增大。
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第三章 薄膜弹性毛细效应实验与理论

3.1 引言

表面张力驱动的毛细效应是流体力学中的基本现象，由于液体分子间相互作用的

能量最小化，液体会倾向于减小自由表面的面积，从而对接触的固体或液体施加力。与

此同时，固体材料会根据其弹性模量对外力产生形变。当这两种效应同时作用于弹性

物体时，表面张力能够显著调控其形变行为。这种由表面张力与弹性力学耦合产生的

变形现象，被称为弹性毛细作用。在自由边界的固体上，这类效应容易在宏观上显现，

例如液滴诱导的薄膜弯曲
[120]
或表面张力使凝胶板圆化

[121]
。然而，自由边界的弹性毛细

应力源自界面能热力学最小化，本质上独立于外力响应，因此无法被直接量化。

与之相对，在受控边界条件下，由热力学应力驱动的弹性变形能够被转化为可测

的力学响应，从而为弹性毛细现象的量化提供了一种思路。对于薄膜体系，在最简单的

纯拉伸情况下，毛细薄膜如肥皂膜等表现出恒定的力-位移关系，而纯弹性薄膜的力学

行为则遵循虎克定律，如图3.1(a)所示。当弹性与毛细作用同时存在时，力学响应呈现

叠加效应，有效力-位移曲线整体发生平移，使得零力状态对应轻微负应变。然而，通

过简单拉伸实验直接测量薄膜的表面张力颇具挑战性，因为在零力点附近，弹性毛细

效应与纯弹性响应难以区分；仅当拉伸幅度较大时，更复杂的表面张力效应显现，从而

使表面效应变得明显
[105]
。相较于拉伸，压痕、鼓泡等面外变形实验在薄膜材料力学特

征的表征中应用更为广泛
[71,122-130]

。对于边界被固定的薄膜，在承受横向荷载（如压力）

时，毛细薄膜的 Laplace定律表明其在小变形下满足线性的力-位移关系 [38]
，而纯弹性

薄膜则表现出三次非线性的力-位移关系 [69,131]
。当两种效应同时存在，其叠加会产生独

特的弹性毛细效应
[35]
，如图3.1(b)所示。

capillary
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e
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es
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Membrane

elasto-
capillary

Membrane

Deflection

(a) (b)

Displacement

图 3.1 毛细、弹性及毛细-弹性薄膜在 (a)简单拉伸及 (b)横向荷载作用下的力学行为示意

基于上述分析，横向载荷实验在薄膜表面效应表征上具有优势。但在真实的实验

场景下，薄膜的力学响应往往会受表面张力、预应力或残余应力及弹性刚度的耦合作
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用，且表面张力与预应力的作用形式极为类似
[35,131]
，因此，无法从单一的力-位移曲线

中分离出表面张力。

本章通过不同介质-薄膜界面上的压痕实验克服了上述困难。具体地，通过对比氮

气-石墨烯界面与水-石墨烯界面测得的力-位移曲线，证明了表面张力对二维薄膜的横

向变形具有清晰可测的影响。此外，基于这种对比效应提出了测定二维材料润湿性的

新方法。具体内容安排如下：第 2节阐述不同介质-石墨烯界面的压痕实验设计，包括

实验装置、界面构造方法与结果表征等，第 3节建立含表界面效应的压痕理论模型，并

对实验结果进行拟合和分析，第 4节进一步延伸悬浮薄膜的弹性毛细效应的表征方法，

包括对压痕实验中弯曲效应与薄膜下陷效应的讨论，以及鼓泡构型的弹性毛细效应表

征，第 5节总结本章核心结论，并展望面外变形模型在薄膜表界面研究中的进一步应

用。

3.2 弹性毛细效应压痕实验

本节通过定制的实验平台，实现轴对称固定边界石墨烯薄膜分别与氮气和水接触

的压痕实验，以显化薄膜的弹性毛细效应。实验中需保证变量单一化，并排除外界环境

因素的影响。接下来对具体的实验设计方案及结果进行说明。

3.2.1 实验装置与样品制备

实验装置：压痕实验在定制的氮化硅-硅-氮化硅（SiNx-Si-SiNx）基底上进行，如

图3.2所示，放大中心区域以说明石墨烯薄膜与介质的接触细节。基底的中心部位有圆

形通孔，半径∼ 1200 nm，石墨烯样品尺寸不小于 10×10 µm2，显著大于通孔半径，其

周围边界与 SiNx基底之间通过范德华吸引作用形成固定端边界条件。通孔下方与放置

介质的环境腔室直接连通，实验过程中介质通过通孔达到石墨烯底部，与之充分接触以

形成氮气-石墨烯界面或水-石墨烯界面。通过原子力显微镜（Atomic Force Microscopy,

AFM）在悬浮石墨烯的中心部位施加横向载荷。

AFM cantilever

Environment 
chamber

图 3.2 轴对称悬浮石墨烯压痕实验装置

基底制备：购买双面涂覆 500 nm SiNx层的硅晶圆作为主基底。首先，以预先图案

40



第三章 薄膜弹性毛细效应实验与理论

化的光刻胶作为掩膜，采用反应离子刻蚀在其中一层 SiNx 上刻蚀出 780× 780 µm2 的

区域。随后，将基底浸入 40 wt%的氢氧化钾溶液中，90 ◦C下反应 10 h，以在硅基底

中形成各向异性刻蚀空腔，其顶端尺寸为 100×100 µm2。最后，采用与第一步相同的

刻蚀工艺，在顶部 SiNx层上加工半径为 1200 nm的圆孔。

石墨烯机械剥离与转移：采用聚甲基丙烯酸甲酯（Polymethyl Methacrylate, PMMA）

辅助干法转移技术，将石墨烯转移至顶部 SiNx表面并覆盖圆孔。首先，在硅片上依次旋

涂形成聚合物双层薄膜，包括水溶性底层聚乙烯醇（PVA）和分子量为 495 K的 PMMA

顶层。通过机械剥离将石墨烯片转移至聚合物双层膜上。定位目标单层石墨烯片后，将

样品浸入去离子水中以溶解 PVA缓冲层，使石墨烯/PMMA膜从基底释放并漂浮于水

面。利用拾取工具（如洁净载玻片）将石墨烯/PMMA膜转移，并通过显微操作将目标

石墨烯片对准 SiNx层上的圆孔中心位置。待膜与基底充分贴合后，使用丙酮溶解并去

除 PMMA支撑层。具体流程如图3.3所示。

PVA涂层 PMMA 涂层

Si

石墨烯转移

去除PVA

样品定位去除PMMA压痕实验

图 3.3 样品制备、转移及压痕测试示意图。压痕测试步骤中放大图展示了针尖的扫描电子显微

镜图像，比例尺为 50 nm

超临界干燥：去除光刻掩膜的过程中，界面会存在一定程度的应力释放，使薄膜

初始形貌产生下陷，静息状态下，石墨烯与圆孔内壁的范德华吸引作用也会使薄膜产

生轻微下陷。为有效抑制这种下陷效应，采用超临界二氧化碳干燥。石墨烯转移后，将

样品浸入丙酮中 12 h溶解 PMMA支撑层，并用新鲜丙酮多次冲洗以确保完全清除。随

后，将样品置于 Leica EM CPD300超临界干燥仪中，向腔室注入液态二氧化碳，并通

过约 24个循环（约 3 h）反复冲洗，以实现丙酮向液态 CO2 的充分置换。之后将腔室

升温升压至超过 CO2的临界点（31 ◦C，7.38 MPa），使其进入超临界流体状态，并最终

缓慢降压至环境压力完成干燥过程。

单层石墨烯的拉曼表征：采用Horiba HREvolution共聚焦微拉曼系统对样品进行光

谱测量。在室温条件下，使用波长为 532 nm的激光作为激发源，光斑尺寸约为 2 µm。

激光功率控制在 10 mW以下以最大限度减少光致发热。采用数值孔径为 0.9的 100×物
镜聚焦入射光并收集拉曼散射信号。在氮气-石墨烯界面测得的拉曼光谱呈现单一、对

41



北京大学博士学位论文

称且锐利的 2D峰，半高全宽约为 28.5 cm−1，表征了样品为单层石墨烯
[132-133]

。

3.2.2 实验测试方法

介质引入与界面构造：实验在室温下进行。为减轻湿度等其他环境因素的影响，实

验在受控氮气环境下进行，采用如图3.4(a)所示的 3D打印不锈钢容器，持续注入氮气

填充石墨烯上方的空间，使实验装置与外界环境隔离。该容器还提供稳定基座以固定

基底进行原位测试。

N2

(b)

(a)
N2 AFM probe

(c)

PDMS N2

N2 AFM probe

N2
4 mm

图 3.4 介质引入与界面构造：(a)氮气引入装置，插图是装置中心部位的横截面示意图; (b)注
水装置；(c)注水后的实验装置示意

容器中心处的原位实验区包含固定的夹层基底及基底下方的密封环境腔室，连接

处通过聚二甲基硅氧烷（PDMS）薄膜密封。环境腔室侧壁底部配备气体介质注入端口，

实验中，氮气首先通过端口进入腔室，形成氮气-石墨烯界面，如图3.4(a)放大图。完成

氮气-石墨烯界面测试后，实验装置被分离并倒置。如图3.4(b) 所示，以异丙醇（IPA）

作为润湿剂向硅腔注入水。因 IPA表面张力较低，首先用于渗透填充腔体。随后反复

以去离子水置换，直至水-石墨烯界面拉曼光谱中不再出现 IPA相关峰值，仅保留水与

石墨烯的特征峰。将样品置于负压环境中 10 min，消除石墨烯与水层间残留空气。在

水-石墨烯界面实验中，样品背面浸没于水中，水体积由 4× 4× 1 mm3 的储液槽限制，

如图3.4(c)所示。每次水-石墨烯界面实验后，含浸水石墨烯的装置将转移至以丙酮为中

间溶剂的超临界干燥系统。通过溶剂置换及后续超临界 CO2 干燥，在避免毛细作用力

的前提下去除液体，从而防止悬浮石墨烯产生额外应力。最后向环境箱重新注入氮气，

以进行重复的氮气-石墨烯界面实验。

AFM 表征：悬浮石墨烯样品构建完成后，采用轻敲模式原子力显微镜（tapping-

mode AFM，SPI3800N）对样品进行原位成像，以评估其表面形貌及结构完整性。基
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于 AFM形貌图与高度分布对样品进行筛选，选取表面形貌均匀、无明显褶皱或缺陷且

高度分布连续的区域用于后续实验。一组具有代表性的氮气-石墨烯界面 AFM图像如

图3.5(a)和 (c)所示。合格样品随后储存于氮气环境中以最大限度减少污染。置换介质

为水之后的界面也需满足上述特征，如图3.5(b)和 (d)所示。

(a) (b)

(c) (d)

图 3.5 同一石墨烯薄膜的原位 AFM表征：(a)氮气-石墨烯界面的表面形貌图；(b)水-石墨烯界
面的表面形貌图；(c)氮气-石墨烯界面的高度剖面图；(d)水-石墨烯界面的高度剖面图

石墨烯下方介质为氮气时，孔壁范德华吸引作用会使薄膜发生轻微下陷，介质更

换为水时，界面会轻微抬升。对于所有实验样品，中心区域需保持平坦，氮气-石墨烯

界面与水-石墨烯界面的初始几何差异不大于 4 nm，相较于初始状态下的薄膜有效半径

（≥ 1000 nm），下陷影响可忽略。后续第3.5.2节将对此下陷效应进行详细分析。实验中

使用的 AFM悬臂梁刚度约为 2.53 N/m。该刚度既能减轻对石墨烯薄膜的机械损伤，又

能提供足够的探针接触力。

实验测试过程：采用 AFM对悬浮石墨烯进行压痕实验。压痕实验在 4组石墨烯样

品上进行。对于每一组样品，首先在氮气-石墨烯界面开展压痕测试。实验过程中，将

AFM探针精确定位于悬浮石墨烯薄膜的中心位置，驱动悬臂向下位移 d，并实时记录

对应的法向作用力 F；当载荷达到预设的最大值（约 140 nN）后，悬臂回缩以释放外

力。在测试过程中，悬臂梁的共振频率约为 160 kHz，自由振荡振幅约为 85 nm，设定

点比值为 0.8；所用探针的标称尖端半径约为 30 nm，扫描速率为 0.5 Hz。加载速度固

定为 54 nm/s，以确保实验处于准静态条件。

完成氮气-石墨烯界面的重复测试后，按照“介质引入与界面构造”中所述的方法

将实验介质更换为水，并在水-石墨烯界面上进行压痕实验，实验流程与氮气-石墨烯界

面测试相同。随后，对样品进行干燥处理，并在环境池中重新引入氮气，再次开展氮

气-石墨烯界面的压痕实验，以验证实验结果的可重复性。针对每一种界面类型，均进
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行了三次重复实验。实验过程中，结合拉曼光谱表征以监测和保证界面条件的稳定性，

例如水与石墨烯之间的充分接触等。

3.2.3 实验结果与现象分析

根据上述实验测试方法进行压痕实验，实验测量表明，与氮气-石墨烯界面相比，

水-石墨烯界面在压痕过程中表现出明显且稳定的软化行为，在施加相同外力的条件下，

水-石墨烯界面更易产生面外变形的力学响应，如图3.6(a)所示。

N2

(a)

(b)

(c)

Water

图 3.6 不同介质-石墨烯界面的压痕实验：(a)水-石墨烯界面软化现象示意；(b)氮气-石墨烯界
面、水-石墨烯界面及干燥后氮气-石墨烯界面的拉曼光谱。所有光谱均以 2D峰强度为
基准进行归一化处理；(c)同一石墨烯样品上测得的压痕力-位移曲线，氮气-石墨烯界面
与水-石墨烯界面分别用红色和蓝色标记。黄色标记对应同一样品与水接触并重新干燥

后的压痕曲线。插图为对数坐标系下的压痕曲线

在界面力学性质的表征实验中，介质更换前后界面状态的稳定性及充分接触条件

是保证实验可靠性的关键因素。为此，实验过程中采用拉曼光谱对上述条件进行验证。

图3.6(b)展示了不同界面条件下的拉曼光谱。与氮气-石墨烯界面相比，水-石墨烯界面

的 G峰和 2D峰分别发生约 5.09 cm−1和 12.35 cm−1的蓝移，同时在约 3400 cm−1附近

出现额外峰位，为石墨烯与水的充分接触提供了证据
[134]
。对于经历“氮气-水-氮气”介

质切换过程（包括溶剂交换及超临界 CO2干燥）的样品，其最终氮气-石墨烯界面的拉

曼光谱完全恢复至初始状态（见图3.6(b)），从而证实了该界面构造过程的可逆性。这一

结果进一步排除了复杂膨胀效应对界面边界条件的干扰。图3.6(c)展示了一组代表性的

压痕力-位移曲线。无论是氮气-石墨烯界面还是水-石墨烯界面，实验结果均遵循引言

部分讨论的标度律
[131,135]

：随着压痕深度 d 的增加，体系的力学响应从由外力作用（如

预张力）主导的线性区域逐渐过渡至由弹性主导的三次方区域，该过渡区间大致位于

20-60 nN的荷载范围内。
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在相同外力作用下，水-石墨烯界面表现出比氮气-石墨烯界面更大的形变，这表明

界面差异会显著影响悬浮薄膜的力学响应。在更大压痕深度下，两条力-位移曲线趋于

平行（见图3.6(c)插图），表明单层石墨烯的固有弹性最终主导了响应。Ferrari等人 [134]

曾将类似的软化现象归因于石墨烯初始几何构型差异引起的力学响应变化。然而，本

实验中氮气-石墨烯界面与水-石墨烯界面的初始高度差异不超过 4 nm，这一微小差异

不足以解释观察到的力学差异。相比之下，接触介质的变化对界面张力的影响最为显

著。因此，我们从界面作用的角度对实验结果进行理论建模与分析。

3.3 含常数表面张力的无矩薄膜压痕理论

对于上述压痕接触体系，由于薄膜边界固定，固体表面能无法通过变形释放，而转

化为张力。同时，压头与薄膜之间存在界面黏附。为系统研究这两种界面效应对压痕力

学响应的影响，本节将图3.3所示的压头建模为刚性球体，并利用无矩薄膜理论描述薄

膜的变形行为。在模型中，固体表面张力作为薄膜总张力的一部分，参与薄膜的受力平

衡
[136]
；而界面黏附则通过接触线处的虚功原理自然引入。对模型进行数值求解以说明

二者对压痕力-位移曲线的影响，并对实验现象进行解释。

3.3.1 平衡方程与接触线条件

考虑任意形状的可变形薄膜，其面内弯曲刚度可忽略。在外部压力 p的作用下，薄

膜发生变形，同时能够在膜内传递面内牵引力。为建立控制方程，对膜上任意选取的一

块曲面区域 a进行应力平衡分析。设 n为薄膜的单位法向，∂a为所选区域的边界，m

为边界上位于曲面内的外法向单位矢量，τ 为薄膜面内 Cauchy应力张量。由于薄膜为

静态平衡体系，该区域的外部压力与边界牵引的合力必须为零，从而得到积分形式的

力平衡方程 ∫
a
pda+

∮
∂a
τ ∙mdl = 0 (3.1)

在考虑常数表面张力的薄膜中，膜内面内应力可以分解为两部分：一部分是零应变时

即存在的各向同性表面张力 γ，另一部分是由面内应变产生的弹性应力N。因此，总

薄膜张力可以写作

τ = γ Is +N (3.2)

其中 Is = I−n⊗n为曲面投影算子。利用曲面散度定理，将边界积分转换为面积散度∮
∂a
τ ∙mdl =

∫
a
∇s ∙τda (3.3)

其中 ∇s ∙( ∙)表示表面散度算子。由此将积分形式的力平衡转化为局部形式

∇s ∙τ +p= 0 (3.4)
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在典型的薄膜问题中，外部载荷通常假设为纯法向压力，即 p = pn，其在薄膜表面切

向分量为零；而表面张力为常数，其梯度沿膜面方向为零，因此面内平衡只由弹性面内

应力N 决定，即

(∇s ∙N)‖ = 0 (3.5)

该方程即为弹性张力与常数表面张力耦合的薄膜面内平衡方程。法向平衡由薄膜曲率

引入，写作

p =−n ∙(∇s ∙τ ) =−n ∙(∇s ∙N + γ ∇s ∙Is) (3.6)

根据曲面微分几何的恒等式
[137]
，对于曲面投影算子 Is和曲率张量 κ=−∇sn有

∇s ∙Is = 2Hn, n ∙(∇s ∙N) =N : κ (3.7)

其中 H 是曲面平均曲率，满足 H = tr(κ)/2。结合方程(3.7)，方程(3.4)可改写为

N : κ+2γH + p = 0 (3.8)

该方程即为弹性张力与常数表面张力耦合的薄膜面外平衡方程。

上述过程建立了任意形状薄膜在弹性张力与表面张力耦合作用下的平衡方程。对

应于实验条件，本小节具体讨论轴对称薄膜的接触问题。建立力学模型如图3.7所示，圆

形薄膜在固定端 R f 处承受均匀预张力 T，压头可以建模为半径 Rs的刚性球体。

图 3.7 刚性球体-弹性薄膜压痕模型示意图，插图给出了接触线处的薄膜张力、刚性球体表面
张力及变形角度的关系

在接触线 r = rc以外的区域，薄膜可以自由变形，其力学平衡由式(3.5)与(3.8)所描

述的面内与面外平衡方程共同决定。具体地，基于无矩薄膜理论对变形进行描述，其应

变位移关系和线弹性本构关系分别见于方程(2.4)和(2.5)。在小斜率假设 w′ � 1下，薄

膜的主曲率可近似写为

κr = d2w/dr2, κθ = dw/(rdr) (3.9)

将方程(2.5)和(3.9)代入方程(3.5)和(3.8)，得到薄膜非接触区域 rc < r < R f 的面内平衡方

程

Nθ −
d
dr

(rNr) = 0 (3.10)
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及面外平衡方程

(Nr + γsg + γsm)κr +(Nθ + γsg + γsm)κθ + p = 0 (3.11)

上式中，γsg和 γsm分别为薄膜-气体界面和薄膜-介质界面的表面张力，介质类型与实验

条件相对应；特别地，对于悬浮薄膜，非接触区域的横向外荷载满足 p = 0。

对于接触区域 0 < r < rc，考虑刚性球体与薄膜的共形接触，薄膜的面外变形由球

体几何形状决定，即

z(r) = zs(r)≈ d − r2

2Rs
(3.12)

上式中 zs(r)为压头形状函数，d为中心压痕深度，Rs为球体半径，以垂直向下的压痕方

向为正方向。由于常数表面张力不参与面内平衡，接触区域的面内平衡方程与(3.10)完

全一致。

在接触问题中，接触线关系是连接整个薄膜域的解的重要条件。在本小节所考虑

的压痕模型中，刚性球体与薄膜之间的接触半径 rc 并非预设参数，而是通过接触线处

的力学平衡自洽确定。对接触半径施加微小摄动 drc，对应接触线沿刚性球体表面发生

切向虚位移 ds ∼ drc。根据虚功原理，接触线在该虚位移下的总虚功应为零，即

δ Wmembrane = δ Wext (3.13)

其中 δ Wmembrane为薄膜弹性与界面张力对接触线虚位移所做的功，δ Wext为外力在该虚

位移下的功，二者的具体表达为

δ Wmembrane =−2πrc(N−
r + γss + γsm)drc +2πrc(N+

r + γsg + γsm)cosθc drc +2πrcγs drc

(3.14)

和

δWext = F δd(rc) (3.15)

以上计算中，N−
r 和 N+

r 分别为接触线内外两侧的薄膜径向拉伸张力，γss 为薄膜-刚性

球体接触界面的表面张力，γs 为刚性球体的表面张力，θc 为刚性球与薄膜之间的接触

角，如图3.7所示。

由于外力作用点随接触线位置摄动引起的位移可忽略，因此 δWext ≈ 0。平衡条件

要求总虚功为零，从而得到接触线处的切向力平衡：

(N+
r + γsg + γsm)cosθc − (N−

r + γss + γsm)+ γs = 0 (3.16)

该条件表明，接触线处所有沿界面的线张力在切向方向达到平衡，其形式与 Young型

接触角关系结构一致。

在考虑常数表面张力的薄膜体系中，径向薄膜张力 Nr 完全由薄膜应变产生，与薄

膜的几何变形梯度 u′直接相关，由于薄膜连续且无裂缝，其内部应变传递是连续的，因
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此径向薄膜张力沿薄膜自然连续，即 JNrK= 0，J K表示物理量在接触线两侧的跳跃。常
数薄膜张力与径向应变无直接耦合，因此其不会改变薄膜张力的连续性。基于这一条

件，方程(3.16)可改写为

(N+
r + γsg + γsm)(1− cosθc) = γsg + γs − γss (3.17)

根据几何关系，并在小应变及小转角假设下，有 θc = θ−−θ+ ≈ Jz′K及 cosθc = 1− 1
2θ 2

c +

O(θ 4
c )；结合两接触界面黏附能的概念

Γad = γsg + γs − γss (3.18)

方程(3.17)可被改写为

Jz′K =√2Γad/(N+
r + γsg + γsm) (3.19)

该式表明，在考虑黏附能的作用时，接触线处的薄膜变形存在一阶不连续性，该不连

续性的幅值与刚性球-薄膜之间的黏附能呈正相关，而与非接触区域的薄膜张力呈负相

关。因此，黏附效应会决定薄膜变形接触线的局部几何形态。

3.3.2 基于平衡方程的标度率分析

将变形平衡方程(3.10)、(3.11)与量纲分析相结合，以得到薄膜压痕模型的变形标度

率。在压痕初期，变形较小时，薄膜中的径向应力和环向应力均由器件制造过程中引入

的预应力 T 决定，有

Nr = Nθ = T (3.20)

与此同时，在小变形阶段，薄膜的径向及环向曲率可通过几何关系直接估计。对于半径

R f，中心挠度为 d的薄膜，其变形轮廓的局部斜率 ϕ 满足 ϕ ∼ dz/dr ∼ d/R f，相应的弧

长坐标可近似为 ds ' dr，基于这些几何近似及变形曲率的物理意义，径向曲率和环向

曲率可分别表示为

κr = dϕ/ds ∼ d/R2
f

κθ = sinϕ/r ' ϕ/r ∼ (d/R f )/R f = d/R2
f

(3.21)

由此可见，在小变形阶段，两主曲率具有相同的量纲标度。将上述薄膜张力及变形的估

计代入平衡方程(3.11)，可得外力与中心挠度之间的线性关系

F ∝ (T + γsg + γsm)d (3.22)

上式推导中应用了压强与外力的标度关系 F ∼ p ∙R2
f。该关系表明，非接触区域的表面

张力与预张力存在一致的作用机制，其通过改变有效面内张力直接影响薄膜在小变形

阶段的力学响应。基于这一认识，实验中观测到的氮气-石墨烯界面与水-石墨烯界面力

学响应的差异，很可能主要来源于两种界面表面张力的不同。
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而在较大的压痕深度下，薄膜会经历显著拉伸，膜的受力状态表现出显著的几何

非线性
[131,135]

。此时薄膜在径向和环向的应变大致相等，并且可以通过几何关系估算为

εr ∼ εθ ∼ (d/R f )
2 (3.23)

通过线弹性能量表达式可以得到薄膜的拉伸能

Uelastic ∼ Y ε2 ∙R2
f ∼ Y

d4

R2
f

(3.24)

而压痕力对应于拉伸能对位移的导数，由此得到经典的立方关系：

F ∝
Y
R2

f
d3 (3.25)

该关系表明，在大变形区间，薄膜的力学响应主要由其面内拉伸刚度 Y 决定，而界面差

异或曲率贡献的影响相对次要。实验中，氮气-石墨烯界面与水-石墨烯界面的力-位移

曲线在对数坐标下趋于重合，进一步说明介质交换并未改变薄膜的固有面内刚度。因

此，可通过拟合大变形阶段的力-位移曲线，直接得到薄膜的面内刚度。

上述分析结果在标度意义上与实验结果保持一致，并为后续的数值拟合及机理分

析提供了物理依据。然而，已有研究表明，即便在上述小变形区间内，压痕诱导的应变

也可能导致薄膜力学响应包含对数型的弱非线性修正
[138]
。此外，小变形下的线性主导

阶段与大变形下的强非线性阶段并非在某一临界点发生突变，而是通过一有限的过渡

区间实现平滑过渡。基于此，我们进一步对完整的非线性边值问题进行了直接的数值

求解，以获得定量的力学响应。

3.3.3 无量纲化与数值求解

为明确薄膜-刚性球体系的物理约束，需要先说明几何对称性和自然边界条件。对

于轴对称接触变形，这些边界条件包括：

(i)原点 r = 0处的轴对称条件

z′(0) = 0, u(0) = 0 (3.26)

(ii)接触线 r = rc处的变形连续性条件

JzK = JuK = 0 (3.27)

(iii)固定端 r = R f 的夹持边界条件

u(R f ) = u f , z(R f ) = 0 (3.28)

上式中预拉伸 u f 的物理来源是薄膜在制造过程中引入的预应力或残余应力 T，即 u f =

(1−ν)R f T/Y。

为方便求解，引入应力函数Φ，对应的薄膜张力可表示为 Nr = Φ/r和 Nθ = dΦ/dr，
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应力函数需满足方程(2.18)所给出的相容条件。

在线性弹性假设下，薄膜拉伸刚度 Y 通常为固定值，而薄膜固定端半径 R f 由实验

中通孔的尺寸决定，因此采用这两个量对变量进行无量纲化处理：

ζ =
z

R f
, ∆ =

d
R f

, ρ =
r

R f
, R̄s =

Rs

R f
, ū =

u
R f

T̄ =
T
Y
, γ̄sg =

γsg

Y
, γ̄sm =

γsm

Y
,Φ̄ =

Φ
Y R f

, F̄ =
F

Y R f

(3.29)

由此得到非接触区域的无量纲控制方程为

1
ρ

d
dρ

(
Φ̄

dζ
dρ

)
+(γ̄sg + γ̄sm)

(
d2ζ
dρ2 +

1
ρ

dζ
dρ

)
= 0 (3.30)

及

ρ
d

dρ

[
1
ρ

d
dρ

(ρΦ̄)

]
=−1

2

(
dζ
dρ

)2

(3.31)

在接触区域 0 < ρ < ρc，基于共形接触条件，薄膜变形挠度 ζ (ρ)为已知，只需数

值求解应力函数 Φ̄(ρ)。在非接触区域，位移场与应力场均需要求解得到，因此整个控

制方程体系需要六个边界条件，分别是：

ū(0) = lim
ρ→0

(
dΦ̄
dρ

ρ −νΦ̄
)
= 0

JΦK = 0,
s

dΦ̄
dρ

{
= 0, Jζ ′K =√ 2Γ̄adρc

Φ̄c +(γ̄sg + γ̄sm)ρc

ζ (1) = 0, ū(1) = lim
ρ→1

(
dΦ̄
dρ

ρ −νΦ̄
)
= (1−ν)T̄

(3.32)

上式中，Γ̄ad 为无量纲化的黏附能。采用 MATLAB中的 bvp5c求解器对归一化后的模

型问题进行数值求解，得到整个薄膜域的变形及应力场后，对应任意给定压痕深度 d，

压痕力可由式

F̄ =−2π
[

Φ̄
dζ
dρ

+(γ̄sg + γ̄sm)ρ
dζ
dρ

]∣∣∣∣
ρ=ρ+

c

(3.33)

计算得到，该表达式来源于在 ρ = ρ+
c 处对薄膜进行环向切割，并建立局部力平衡关系。

3.4 表界面效应分析及实验解释

3.4.1 界面黏附

根据第3.3.1小节的分析，水-石墨烯界面的软化现象极可能直接体现了氮气-石墨烯

界面与水-石墨烯界面的表面张力变化，该变化幅度可通过数值拟合进行量化。然而，研

究表明，压头与薄膜之间的黏附作用会改变二者的初始接触状态
[139]
，从而使基于压痕

力-位移曲线的表面张力分析更加复杂。因此，首先结合数值结果对模型中黏附作用的
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影响进行定量分析。

对于无黏附作用的刚性球体-薄膜接触问题，薄膜的变形轮廓保持平滑连续，如

图3.8(a)上图所示。引入黏附效应后，根据方程(3.19)，薄膜的接触变形轮廓在接触线

处会出现转角不连续的现象。结合接触区域的共形接触条件可以发现，当黏附能密度

较大或压头尺寸较大时，黏附作用能够在零外力状态下促使薄膜与压头之间形成明显

的初始接触面积，如图3.8(a)下图所示。该初始接触使薄膜在非接触区域发生反向变形，

并在膜内引入额外的拉伸张力或预应力。这种黏附诱导的初始偏转使薄膜在小变形阶

段表现出增强的等效刚度，增加了基于初始力-位移关系提取表面张力的难度。

With adhesion: 

Without adhesion: 

(a) (b)

图 3.8 刚性球体-弹性薄膜压痕的黏附效应：(a)无黏附/有黏附的薄膜变形形态对比；(b)不同
黏附能密度的压痕力-位移曲线数值结果，设置预张力 T = 0.1 N/m，探针半径 Rs = 30

nm，固定端半径 R f = 1200 nm，以及典型的石墨烯刚度 340 N/m

从压痕力-位移曲线的角度来看，在无黏附作用时，薄膜与刚性球体之间呈现典型

的赫兹型接触行为，即零载荷对应零位移，如图3.8(b)中虚线所示。而存在黏附效应时，

即使外力为零，接触线处由黏附引入的折点仍会导致微小的初始变形，如图3.8中彩色

实线所示。数值结果表明，该黏附引起的初始变形与黏附能密度和压头半径呈正相关，

当黏附能密度为 1 J/m2，压头半径与薄膜半径的比率为 240 nm/1200 nm时，黏附引起

的初始位移可达 35 nm。上述分析表明，黏附效应与薄膜弹性响应之间存在明显的耦合

作用。

实验中选择了较细的探针（30 nm或 7 nm），但接触的黏附能密度还需要进一步确

定。图3.9展示了一组完整的加卸载力-位移曲线，图中实线箭头和虚线箭头分别指示压

痕和卸载过程。在加载和卸载过程中，水-石墨烯界面均出现了明显且稳定的软化现象。

实验中，将 AFM悬臂杆固定于薄膜中心正上方并逐渐靠近薄膜，当吸引力梯度超过探

针悬臂刚度时，探针尖端首先跳跃接触薄膜，随后继续推进使薄膜产生更大的变形。在

卸载阶段，外力线性释放并转为负值，直至悬臂弹性力超过临界黏附力，该临界点被称
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为脱粘点，如图3.9(a)所示，该点对应的压痕力为脱粘力 Fc。图中，压痕曲线与卸载曲

线的斜率差异源于压电扫描台的滞后效应。

pull-off point

(a) (b)

图 3.9 刚性球体-弹性薄膜压痕实验中的黏附效应：(a)同一样品的压痕-卸载全过程力-位移曲
线；(b)不同样品与探针接触的脱粘力（上图）及根据公式(3.34)所计算的黏附能（下图）

图3.9(b)统计了不同样品与探针间的脱粘力。其中样品 1-4的固定半径为 1200 nm，

所使用的探针半径为 30 nm，样品 5的固定半径为 1000 nm，探针半径为 7 nm。对于满

足线弹性、小变形假设的薄膜，其与刚体接触的黏附能可以通过下式计算
[140]
：

Γad = Fc/(πRs) (3.34)

据此可以计算出氮气-石墨烯界面与水-石墨烯界面的黏附能，二者均为 ∼0.5 J/m2，如

图3.9(b)所示。对于半径为 30 nm的探针，该量级的黏附能引起的初始变形仅有 3 nm，

对应压痕力-位移曲线与零黏附能的情况几乎完全重合，如图3.8(b)所示；而对于探针

半径为 7 nm的情况，因接触面积有限，黏附能对力-位移曲线的影响更加微弱。因此，

在本实验条件下解释石墨烯-水界面的压痕软化力学行为时，可不考虑黏附影响。

3.4.2 表面张力

基于上述分析，应用方程(3.11)所描述的弹性毛细模型来拟合并解释氮气-石墨烯界

面与水-石墨烯界面的压痕实验结果。该数值模型仅涉及两个拟合参数：预应力与表面

张力叠加构成的总张力 τ0 = T + γsg + γsm，其主要决定浅压痕阶段的力学响应，以及石

墨烯面内刚度 Y，其主导深压痕阶段的力学行为。对于同一组样品，当接触介质由氮气

更换为水时，石墨烯的面内刚度保持不变，这与其内在物理性质相符，也与实验曲线在

深压痕区域的平行特征一致；总张力 τ0则会随介质的切换而变化。通过调整这两个参

数对实验力-位移曲线进行拟合，图3.10(a)展示了一组代表性拟合曲线。拟合得到石墨

烯面内刚度分布在 250∼330 N/m范围内（图3.10(b)），总张力 τ0在 100.5∼243.5 mJ/m2

的区间内变化。对于承受预张力及表面张力的薄膜，总张力 τ0的绝对数值仅表征其在
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面外荷载作用下的等效张力水平，而氮气-石墨烯界面与水-石墨烯界面的 τ0 相对变化

则反映了两种界面间的表面能差异

∆γ = γsg − γsl (3.35)

其中 γsg与 γsl 分别表示气体（氮气）-石墨烯与液体（水）-石墨烯界面的表面能。拟合

得到该表面能差值在 48.9∼57.3 mJ/m2的范围内浮动，如图3.10(b)。

(a) (b)

(c)

图 3.10 通过压痕实验表征表面能差值：(a)压痕力-位移曲线拟合。散点和实线分别代表实验数
据与数值拟合曲线；(b)五组石墨烯样品的拟合面内刚度及对应表面能差值。样品 1-4：
探针半径 30 nm，固定端半径 1200 nm；样品 5：探针半径 7 nm，固定端半径 1000 nm；

(c)表面弹性-体弹性薄膜的变形及张力示意图

需要指出的是，在上述分析中并没有考虑薄膜表面能与表面张力的差异。理论上，

固体材料的表面能通过 Shuttleworth效应 [34]
依赖于面内应变 ϵ，基于此，轴对称条件下

薄膜的弹性毛细方程可以更一般地表示为

τrκr + τθ κθ + p = 0 (3.36)

其中 τr = Nr +ϒsg
r +ϒsm

r 和 τθ = Nθ +ϒsg
θ +ϒsm

θ 分别为径向和环向的有效薄膜张力分量，

如图3.10(c)所示。应变依赖的表面张力 ϒr and ϒθ 满足表面本构关系
[45,141-143]

ϒr = ϒ0 +(λ s +2µs)εr +λ sεθ ,ϒθ = ϒ0 +(λ s +2µs)εθ +λ sεr (3.37)

其中 ϒ0 表示零应变状态下的表面张力，对于大多数固体材料，其数值通常等于对应

状态的常数表面能
[36]
，这为本小节的拟合分析中将表面能视为常量提供了依据。表面

Lamé常数 λ s和 µs描述了表面张力对应变的敏感性，但目前尚无文献给出对应于石墨

烯的精确值。在实验中，石墨烯经历浅压痕到深压痕的阶段，应变范围分别为 (d/R f )
2 �

O(10−3)和 (d/R f )
2 ≲ O(10−3)，拉伸实验表明，该应变程度下，表面效应对石墨烯弹性

性质的影响可忽略
[144]
。此外，本章表征对象为氮气-石墨烯界面与水-石墨烯界面的表
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面张力差值，实验中，两界面应变差值仅为 O(10−5)，即便石墨烯的表面弹性模量达到

与体弹性模量同量级，应变依赖项对应的张力差值仍可忽略不计。后续第五章中以超

弹性大变形薄膜为研究对象，详细讨论应变依赖的表面能对薄膜接触问题的影响。

基于方程(3.35)得到的表面能差值 ∆γ 可进一步用于材料润湿性的分析。润湿接触

角（Water Contact Angle, WCA）是表征材料表面润湿性最直接的物理量之一，定义为

液滴在材料表面自由铺展并达到热力学平衡状态时，三相接触线处液气界面与固体表

面之间的夹角，其满足杨氏关系
[37]

cos(WCA) = ∆γ/γlg (3.38)

上式中 γlg是液气界面的表面张力。将图3.10(b)中的 ∆γ 代入上式，得到通过氮气-石墨

烯界面与水-石墨烯界面的压痕实验所测得的润湿角为 37.3◦ ∼ 47.2◦。

Surface force balance (SFB)[154]

Liquid marble experiment[153] Fully supported substrate[145-149]

PDMS[145]   105.1°±1.2°

SiO2[145]     77.7°±3.0°

AI2O3
[145]   75.4°±5.4°

Si[145]          83.2°±1.5°

Glass[145]   70.0°±1.4°

Si[146]         33.2°±1.0°

Cu[146]       86.2°±0.1°

Au[146]       78.8°±1.1°

SiO2
[147]    83.0°±1.8°

Mica[148]   80.8°±0.6°

SiO2
[148]   80.1°±0.5°

TiO2
[148]   83.6°±0.6°

Cu[148]      80.7°±0.4°

PET[148]    81.1°±0.4°

SiC[149]     92.5°±2.9°

Substrate and corresponding WCA

Partial substrate[150]

Clamped Graphene[113,151]

Captive bubble[152]

[113]

[113]

[151]

[150]

[153]

[150]
[154]

[152]
[150]

This work

图 3.11 不同实验方法测得的表面能差值与接触角。对于直接测量润湿接触角的文献，对应表

面能差值通过方程(3.38)计算

在现有研究中，石墨烯润湿性的表征方法主要可分为三类：

(i)基底支撑石墨烯的接触角测量方法 [145-150]
；

(ii)悬浮石墨烯的接触角测量方法，例如夹持式悬浮薄膜法 [113,151]
或俘泡法

[152]
；

(iii)接触角的间接测量方法，包括吸附实验（如液体弹珠 [153]
）以及表面能测量方

法（如表面力平衡仪
[154]
）等。

其中，基底材料及其几何形貌的差异会引入显著的基底效应，使得方法 (i)测得的

石墨烯接触角在不同研究中表现出较大的离散性。相比之下，上述基于压痕实验获得

的测量结果与悬浮石墨烯体系中的测量结果具有良好一致性，如图3.11所示。
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综合以上内容，本小节基于真实实验场景，在无矩薄膜理论框架下建立了含表面

张力的薄膜-刚性球体压痕模型，理论与数值计算结果显示，二者的界面黏附作用会使

压痕力-位移曲线出现初始变形，但本实验条件下作用可忽略；而表面张力的作用可直

接影响薄膜总张力，在小变形阶段显著改变力-位移曲线。通过该模型可以有效解释实

验中观察到的水-石墨烯界面软化现象。此外，薄膜压痕实验中还涉及到薄膜下陷、弯

曲效应等因素的影响，且面外加载的弹性毛细效应实验还可延伸到其他形式。基于此，

接下来对薄膜的弹性毛细理论进行进一步讨论和推广。

3.5 弹性毛细效应的补充分析与实验拓展

3.5.1 薄膜弯曲效应

薄膜在发生面外变形时通常会伴随弯曲效应的影响。为刻画这一效应，在 FvK框

架下对压痕模型中的弯曲作用进行分析。考虑弯曲刚度时，薄膜接触区域仍满足共形

接触条件，本小节将该条件直接写入能量泛函，而非接触区域的力学平衡则由弯曲、拉

伸及表面张力等效应共同决定，并通过能量变分方法进行分析。整个薄膜域上的总自

由能可表示为

Π =Ubending +Ustretch +Usurface −2π p
∫ R f

0
z(r)rdr (3.39)

其中，Ubending 和 Ustretch 分别是薄膜的弯曲能量和拉伸能量，在 FvK薄膜理论框架下，

其计算形式分别与(2.2)和(2.3)相一致；总自由能表达式的最后一项对应薄膜附加横向

荷载的作用，上述三项中，接触区域的面外变形 z(r)直接通过(3.12)计算。Usurface为压

痕体系表面能，可表示为各区域表面能的叠加

Usurface = γs

(
4πR2

s −
∫ rc

0
2πr
√

1+ z′2 dr
)
+(γss + γsm)

∫ rc

0
2πr
√

1+ z′2 dr

+(γsv + γsm)
∫ R f

rc

2πr
√

1+ z′2 dr
(3.40)

需要指出，该方程中 (0,rc)积分域上面外变形为已知。

结合动接触线条件 δ rc 6= 0与能量最小化条件 δΠ = 0可得到体系的平衡方程和边

界条件。根据变分法则，能量变分可表示为

δΠ = 2π
∫ r−c

0
L1(r,u,u′)dr+2π

∫ R f

r+c
L2(r,u,u′,z,z′)dr (3.41)

其中 L1 和 L2 分别为接触区域和非接触区域的加权能量密度。变分仍可通过方

程(2.10)计算，但需要结合接触线共形接触所带来的几何条件

δ z− = δ z+ = z′−δ rc, δ z′− = δ z′+ = z′′−δ rc (3.42)

其中，上标 −/+ 分别代表接触线左侧与右侧的物理量，例如，z− = z(r−c )。结合方
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程(2.10)和(3.42)得到考虑弯曲时接触线处的变形跳跃条件

[[z′′]] =
√

2Γad/B (3.43)

其中，B为薄膜的弯曲刚度。该条件说明，对于 FvK薄膜，黏附会引起接触线处变形

曲率的跳跃性，这种黏附效应通过弯曲刚度平衡。

除此之外，接触线处面内拉伸的变分项 δu− = δu+ = δuc 6= 0对应径向拉伸张力的

连续性条件，结合 FvK框架下的应力应变关系，还可得到环向拉伸张力的连续性条件。

考虑弯曲的薄膜平衡方程同样通过能量变分得到，其中，非接触区域的面外平衡

方程可表示为

B∇2∇2z− (Nr + γsv + γsm)κr − (Nθ + γsv + γsm)κθ − p(r) = 0 (3.44)

为方便数值求解，上式中的拉伸应力仍可通过应力函数 Φ 来表示，对应关系如方

程(2.16)所示，应力函数所需满足的相容方程(2.18)构成体系的另一个控制方程。

接下来，为了得到考虑弯曲刚度的压痕力-位移曲线，需要对非接触区域的应力及

位移场进行求解。此时边界值问题体系包括一个四阶方程和一个二阶方程，需要六个

边界条件。在接触线处，除黏附能引起的曲率跳跃条件(3.43)外，转角的连续性条件

Jz′K = 0 (3.45)

可作为求解条件之一，根据接触区域的面外变形表达式，其可进一步写为

z′(r+c )+
rc

Rs
= 0 (3.46)

接触线处的第三个边界条件由薄膜张力的连续性给出，但需要通过接触区域的共形接触

特点对其进行预处理。将接触区域面外变形函数代入相容方程，根据轴对称条件 z′(0) =

0及 Nr(0) = Nθ (0)，得到

Φ =− Y
16R2

s
(r3 − r2

cr)+
Φcr
rc

(3.47)

其中 Φc 为接触线处的应力函数值，上式应用了接触线处径向张力的连续性条件 Φ− =

Φ+ = Φc。将方程(3.47)进一步代入环向张力的连续性条件 Φ′− = Φ′+，得到

Φ(r+c )
rc

−Φ′(r+c )−
Y r2

c
8R2

s
= 0 (3.48)

方程(3.43)、(3.46)和(3.48)结合固定端边界条件

z(R f ) = 0, z′(R f ) = 0, u(R f ) = lim
r→R f

(
dΦ
dr

r−νΦ
)
= (1−ν)R f T/Y (3.49)

构成该问题求解所需的全部边界条件。对非接触区域的物理量进行求解后，考虑弯曲

刚度的压痕力可通过

F = 2πrc

[
B

d
dr

(∇2z)− (Nr + γsv + γsl)
dz
dr

]∣∣∣∣
r=r+c

(3.50)
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计算，结合接触区域的面外变形函数(3.12)得到考虑弯曲刚度的压痕力-位移关系。

在 FvK框架下，弯曲刚度通常通过 B = Et3/12(1− ν2)计算，在求解中，利用拉

伸刚度 Y 和固定端半径 R f 进行无量纲化，对应无量纲弯曲刚度 B̄ = B/(Y R2
f )。对应于

本章的压痕实验，所选用的材料为单层石墨烯，其厚度为 0.34 nm，实验设置固定端半

径 R f ∼ 1000 nm，由此得到 B̄ < 10−8。该弯曲刚度对薄膜压痕力-位移曲线的影响如

图3.12所示，其中固定端半径、压头半径、薄膜预张力等计算条件参照实验条件设定。

由图可知，不论在压头半径为 30 nm或 7 nm的情况下，B̄ = 10−8的弯曲刚度都不会影

响到压痕力-位移曲线，仅对脱粘力的预测有所影响，但本实验对薄膜弹性毛细效应的

讨论基于压痕段曲线，因此结果不受弯曲效应的影响。

(a) (b)

图 3.12 弯曲效应对薄膜压痕力-位移曲线的影响：(a)压头半径为 30 nm；(b)压头半径为 7 nm。
两组计算中均设置 Γad = 0.5 J/m2，τ0 = 0.1 N/m

基于第一性原理模拟或实验测量的单层石墨烯薄膜弯曲刚度约为 1.2 ∼
1.7 eV

[155-156]
，远小于 FvK 理论所预测的弯曲刚度，因此，通过压痕实验对单层石墨

烯薄膜表面张力进行分析时，采用无矩薄膜理论即可。

3.5.2 薄膜下陷行为

覆盖在通孔上的悬浮石墨烯薄膜下陷现象在实验中十分普遍
[157-158]

。将薄膜材料转

移至通孔上方后，薄膜与孔壁或孔口边缘之间存在吸引性的范德华相互作用，该相互

作用相当于对悬浮薄膜施加一个指向基底方向的分布载荷，从而使石墨烯产生向下挠

曲，形成实验中常见的下陷形貌。在第3.2节的实验中，通过超临界干燥石墨烯以抑制

该现象，并严格控制了注水后界面的高度，以保证介质变换过程中边界条件的一致性。

实验测试样品的氮气-石墨烯界面与水-石墨烯界面的初始高度差异不超过 4 nm，相较

于薄膜固定半径 ≥ 1000 nm，该下陷尺度近乎可以忽略。

为进一步精确确定下陷效应的影响，在无矩薄膜理论的面外平衡方程中引入范德

华力作用 qvdW 对薄膜的下陷位移进行模拟，qvdW 在计算中具体描述为 tanh平滑阶跃
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函数

qvdW =
pmax

2

[
1+ tanh

(
r− (R f − lvdW)

ς

)]
(3.51)

上式中，pmax为等效范德华最大压力，lvdW为范德华力显著作用的影响长度，如图3.13(a)

所示，本小节计算中取 lvdW = 0.05R f，ς 为范德华作用的平滑长度，用于控制范德华载

荷从最大值向薄膜中心逐渐衰减至零的过渡范围，本小节计算中取 ς = 0.02R f。在评

估薄膜下陷对力-位移曲线的影响时，首先将方程(3.51)所示的范德华力作为唯一外荷载

条件，结合中心对称条件和固定端边界条件求解薄膜变形的边界值问题，以对下陷高

度进行拟合，如图3.13(b)所示。该过程同时确定了方程(3.51)中 p0 的取值。将对应的

qvdW 代入第3.3.3节所给出的薄膜压痕模型求解体系，数值求解以评估下陷作用对压痕

力-位移曲线的影响。针对于下陷高度 4 nm的实验组，求解结果如图3.13(c)所示。可以

看出，在此最大下陷深度的情形下，范德华力作用对压痕力-位移曲线的影响仍可忽略。

(b)

(c)(a)

图 3.13 初始状态薄膜下陷效应的影响：(a)薄膜下陷现象示意图；(b)对下陷高度 (∼ 4 nm)的
模拟；(c)下陷效应对压痕力学响应的影响

3.5.3 弹性毛细效应鼓泡实验

根据第3.1节的讨论，薄膜的面外变形还可通过鼓泡实验实现。本研究进一步进行

了氮气-石墨烯界面与水-石墨烯界面的鼓泡实验。实验仍在上述 SiNx-Si-SiNx基底上进

行，设置中央部位圆形通孔的半径 R ∼1500 nm，石墨烯样品尺寸远大于通孔半径，形
成固定端边界条件。实验中通过 3D 打印容器隔绝外界湿度，介质引入与界面构造同

第3.2.1节中的步骤。界面形成后，通过持续向反应池输入氮气使石墨烯鼓起高度 h，通

过外接气体传感器监控薄膜表面所受的实际气压数值。

根据实验场景建立鼓泡力学模型如图3.14(a)所示，R和 h分别为鼓泡固定端半径

及鼓起高度。鼓泡全域满足控制方程(3.11)，此时 p对应薄膜承受的实际气压值。求解
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(a) (b)

(c) (d)

图 3.14 不同介质-石墨烯界面的鼓泡实验：(a)鼓泡模型示意图；(b)不同总薄膜张力作用下的
力-位移数值求解结果；(c)不同预张力/总薄膜张力比值作用下的力-位移数值求解结果；

(d)氮气-石墨烯界面与水-石墨烯界面的实验结果拟合

该二阶方程及相容方程需要 4个边界条件，分别来自于鼓泡中心的对称条件

z′(0) = 0, u(0) = 0 (3.52)

及固定端条件

z(R) = 0, u(R) = u0 (3.53)

基于数值求解讨论薄膜在鼓泡实验中的力学响应。如图3.14(b)、(c)所示，薄膜的

力-位移曲线在变形较小和较大的阶段分别满足线性关系和三次非线性关系，薄膜总张

力 τ0 = T +γsv+γsm对薄膜力学行为的影响在线性区域体现，非线性区域则受到薄膜内

在弹性模量的控制。表面张力 γsv + γsm与预张力 T 的作用机制一致。

通过调节薄膜总张力及薄膜的拉伸刚度 Y 对实验曲线进行数值拟合，如图3.14(d)

所示。得到氮气-石墨烯界面与水-石墨烯界面的张力差 ∆γ 约 51.3 mJ/m2，对应润湿角

44.5◦，与压痕实验结果一致。

3.6 本章小结

基于对“受控边界条件下的面外加载可将薄膜弹性毛细效应转化为可测力学响应”

这一思想的认识，本章设计了氮气-石墨烯界面与水-石墨烯界面的纳米压痕实验。实验

结果表明，水-石墨烯界面的力学响应比氮气-石墨烯界面更为柔软，这为界面能效应提
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供了清晰的实验表征。

通过将压痕实验与考虑表面张力的压痕薄膜理论模型相结合，阐述了界面黏附和

表面张力对薄膜变形的影响。基于数值解对实验结果进行拟合，提取了氮气-石墨烯界

面与水-石墨烯界面的表面能差异，并进一步推断出石墨烯的润湿接触角。结果显示，石

墨烯在原子尺度上仍表现出明显的亲水性。

此外，理论方面，本章还将弯曲刚度纳入压痕模型，通过数值计算证明了实验条件

下其对弹性毛细效应的表征无影响；并利用范德华吸引作用对薄膜初始状态的下陷效

应进行了模拟，说明了实验过程中的初始界面差异对结果无影响。在实验方面，本章还

通过面外变形鼓泡实验对薄膜弹性毛细效应进行了表征，得到的石墨烯润湿角与压痕

实验一致。

本章提出的方法确立了压痕技术作为一种多功能手段，可用于定量表征超薄材料

的表面张力，并为更复杂的薄膜及异质结构中的表面弹性效应、润湿性调控以及界面

物理现象研究提供了新的机遇。
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第四章 非线性弹性薄膜的黏附理论

4.1 引言

薄膜材料广泛存在于自然界和工程应用中，涵盖从细胞、组织到黏附材料、电子器

件等多种体系
[159-161]

。在这些体系中，物体从薄膜表面剥离的过程与接触的建立同样普

遍且重要
[120,162-163]

。在日常生活中，人们通过揭开胶带感知其黏性；在建筑研究中，球

体牵引并穿过肥皂膜的过程为轻质结构设计提供了启发
[164-165]

；在物理学中，二维材料

上的探针剥离实验为理解范德华相互作用提供了依据
[161,166]

；在生物力学领域，对剥离

力的测量加深了对细胞黏附机制的认识
[167-169]

。这些现象背后的核心问题在于：将薄膜

从物体上剥离需要多大的力？该临界力通常被称为脱粘力（pull-off force）。围绕薄膜

脱粘力问题，目前研究最为成熟的一类情形是受压或充气薄膜与平面之间的黏附接触。

相关研究已分别考虑了刚性基底
[69,130,170-175]

、可变形基底
[176-177]

以及包含几何大变形和材

料非线性效应的情况
[97,178-181]

。相比之下，当研究对象扩展至薄膜与球体或曲面之间的黏

附接触时，相关研究仍相对有限，尤其缺乏对脱粘力特性的系统认识。已有研究在部分

问题上的结论甚至存在一定差异，其主要原因在于分析中往往依赖于一些经验性假设。

Shanahan [183]
最早研究了这一问题，其假设膜张力为常数，并将球体形状近似为抛

物面。Borodich和 Galanov [100]
沿用了相同的假设与近似，首次给出了脱粘力的显式表

达式 Fc = πΓadRs，其中 Γad为界面黏附能，Rs为球体半径。随后，Ru
[184]
基于能量方法

推导了常数张力薄膜与弹性球体的黏附接触关系，验证了上述脱粘力。基于相同的常

数张力假设，Yuan和 Wang [185]
证明该脱粘力不依赖于薄膜弹性参数及尺寸

[186]
。然而，

Argatov [101]
在分析中采用球体的精确几何形状，指出当薄膜张力较小时，这一关系不再

成立。进一步地，Yang 等人 [102]
从解析角度证明，充气鼓起的超弹性薄膜与刚性球体

间的脱粘力可调控。相比之下，Wang等人 [182]
和 Yu等人 [140]

的实验研究分别发现，在

(a) (b)

图 4.1 薄膜-球体脱粘实验：(a)薄膜厚度对脱粘力的影响 [182]
；(b)预拉伸对脱粘力的影响 [140]
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不同薄膜厚度和预拉伸条件下，薄膜与刚性球体之间的脱粘力基本保持稳定，分别如

图4.1(a)和 (b)所示。

本章旨在通过严格的能量变分分析，基于 Johnson-Kendall-Roberts（JKR）黏附理论

与 Griffith断裂准则，建立刚性球体从圆形薄膜上剥离所需的能量条件及临界脱粘力。

分析中考虑三类具有代表性的体系：其一为肥皂薄膜，该体系的薄膜张力由常数表面

张力决定，但其变形行为具有显著的非线性特征；其二为无矩薄膜，薄膜材料遵循线弹

性本构关系，但几何上考虑有限变形效应；其三为超弹性薄膜，其材料本构与变形行为

均表现出高度非线性，在此基础上，考虑表面张力对剥离能量条件及脱粘力的影响。

本章的结构如下：第 2节分析了肥皂薄膜与刚性球体之间的黏附接触，通过解析

求解高度非线性的最小曲面方程，得到相应的力-位移曲线；第 3节讨论了无矩薄膜与

刚性球体之间的黏附接触，强调了在分析中对薄膜与球体几何非线性进行一致性处理

的必要性；第 4节采用超弹性薄膜模型，研究几何非线性与材料非线性之间的耦合作

用，并探讨了恒定固体表面张力对脱粘行为的影响；第 5节对薄膜与刚性球体的黏附

接触进行了有限元仿真，讨论了不同预拉伸、黏附能及材料参数的影响；第 6节总结了

本工作的主要结论。

4.2 肥皂薄膜

本节讨论肥皂薄膜与刚性球体的黏附接触。肥皂薄膜的初始状态为无刚体接触的

平坦状态，边界形状为圆形，固定在半径 R f 处。真实实验场景中，刚性球体在外力作

用下自薄膜下方穿过薄膜，并牵引其发生一定变形，如图4.2(a)所示。基于该场景建立

脱粘状态的力学模型，如图4.2(b)所示。刚性球体半径为 Rs，对于浓度均匀的肥皂液，

接触过程中的变形可视为轴对称变形，记薄膜与刚性球体的接触半径为 r = rc，接触角

定义为接触线外侧薄膜变形切线方向与球体表面的夹角，记为 θc。

在脱粘过程中，接触线 rc处的高度可以通过刚性球体的形状函数计算，即

z(rc) = d +(Rs −
√

R2
s − r2

c) (4.1)

上式中，d 表示对称中心 r = 0处刚性球体的最低位置。在非接触区域（rc ≤ r ≤ R f），

薄膜不受横向外载作用，仅在接触线处的黏附作用下发生变形；由于肥皂薄膜的密度

低且表面积大，表面张力在其形成与平衡中起主导作用。对于表面张力恒定为 γsv的肥

皂薄膜，其形状可由最小曲面方程描述：

2γsv

(
1

R1
+

1
R2

)
= 0 (4.2)

其中系数 2来自于上下两个表面，1/R1和 1/R2表示轴对称肥皂薄膜变形的主曲率
[38]

1
R1

=
z′′

(1+ z′2)3/2 ,
1

R2
=

z′

r(1+ z′2)1/2 (4.3)
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方程(4.3)中，z′ = dz/dr。非接触区域薄膜变形需要满足边界条件

z′(rc) =− tanθ , z(R f ) = 0 (4.4)

上式中，θ 是薄膜在接触线处的顺时针旋转角，如图4.2(b)所示。

(b)

Ⅰ

Ⅱ

Ⅲ

Ⅳ

Ⅲ Ⅳ

(c)

Ⅰ

Ⅰ

Ⅱ

Ⅱ Ⅲ Ⅳ

(d)

(e)

(a)

图 4.2 悬浮肥皂薄膜与刚性球体的黏附接触：(a)肥皂薄膜剥离瞬间的摄影图像 [164]
；(b)刚性

球体在外力作用下从肥皂薄膜上剥离的示意图及物理量标注；(c)不同接触角 θc下的无

量纲力-位移关系，实线对应 Rs = R f /2，虚线对应 Rs = R f /3；(d, e)对应于 Rs = R f /2
脱粘过程中不同阶段肥皂薄膜变形轮廓，其中接触角 θc分别为 90 ◦和 180 ◦

结合最小曲面原理和边界条件(4.4)，对方程(4.2)积分两次 [183]
可得到非接触区域变

形高度的解析解

z = rc sinθ
[

cosh−1
(

R f

|rc sinθ |

)
∓ cosh−1

(
r

|rc sinθ |

)]
(4.5)

式中∓来源于肥皂薄膜接触角度的变化，当接触角 θc ≤ 90◦时取负号；当 90◦< θc < 180◦

时，脱粘过程中薄膜变形可能会出现背靠背的“双 c”结构，如图4.2(e)所示，在此情

况下，r ∈ (rc sinθ ,rc)区间内高度函数 z(r)对应两个取值，分别通过正号和负号计算。
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理论上肥皂薄膜可沿球体表面自由移动
[187]
，但在准静态实验中，接触角通常会松

弛至约 π/2，如图4.2(a)所示。不失一般性地，本小节考虑任意接触角 θc，对于任意变

形状态的接触半径 rc，结合接触线处的几何关系，薄膜旋转角 θ 可表示为

θ = θc − arcsin
rc

Rs
(4.6)

结合方程(4.6)与(4.1)，对于任意球体位移 d，肥皂薄膜的变形形态可以通过方程(4.5)确

定，同时得到刚性球体从薄膜上拉脱所需要的脱粘力

F = 4πrcγsv sinθ (4.7)

该脱粘力表达式来源于在 r = r+c 处进行环形切割后，切割线处所需满足的竖向力平衡。

以上是肥皂薄膜与刚性球体接触平衡的完整解析解答，在此基础上，为了进一步

讨论接触线处的状态，可参照剥离问题中能量释放率的概念
[96,159]

定义肥皂薄膜与刚性

球体接触线处的“界面黏附”：

Γad = G = 2γsv(1− cosθc) (4.8)

该界面黏附表示表面张力通过几何耦合后，对接触线推进产生的等效热力学驱动力。需

要强调的是，肥皂薄膜体系中并不存在严格定义的能量释放率，因为该体系中“裂纹扩

展”的定义并不明确。采用式 (4.8)的表达形式，目的在于形式上与考虑表面张力效应

的固体薄膜模型保持一致，以便进行对比分析，该模型会在第4.3节进行讨论。

基于方程(4.5)和(4.8)，图4.2(c)给出了无量纲脱粘力与肥皂薄膜位移之间的计算关

系。对于固定的接触角 θc，系统存在两个零力平衡态，类似于肥皂薄膜的悬链面体系，

仅有非平凡分支（图4.2(c)中的状态 I）是稳定的 [188]
；在力控制加载条件下，解在状态

II之后失去稳定性 [153]
。图4.2(c)所示曲线的一个显著特征是：对于不同的接触角 θc 或

不同的刚性球体与薄膜的相对尺度 Rs/R f，尽管具体的变形行为因上述界面黏附强弱

或尺寸因素存在差异，最大（或临界）脱离力，即脱粘力，始终保持一致，可简洁表示

为 Fc = πΓadRs。该脱粘力对应于球体从液体基底上脱离时最大拉脱力的两倍，这是由

于肥皂薄膜包含两个自由界面，在脱离过程中界面能释放的贡献为单界面体系的两倍，

而液体基底仅涉及单侧自由表面
[189-190]

。此外，在几何小变形线性化近似下，当球体在

外力作用下从具有较大表面张力或较低弹性模量的弹性基底上脱离时，其脱粘力同样

满足这一表达式
[191-192]

。

图4.2(d)和图4.2(e)分别给出了在 θc = 90◦和 θc = 180◦的情况下，不同拉伸位移对

应的肥皂薄膜变形构型。可以证明，体系的稳定性取决于加载方式。在力控制条件下，

平衡路径由力-位移曲线的切线刚度 dF/dd决定，当曲线达到最大拉力（状态 II）时，切

线刚度为零；若继续沿解析解延拓，则有 dF/dd < 0，体系进入负刚度区间，从而失去

稳定性。因此，在向上拉伸的外力作用下，体系在状态 II处即发生突跳脱粘，随后直
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接跃迁至完全分离状态；状态 III和 IV虽然可以由解析解计算得到，但在力控制实验

中实际上是不可达的。然而，在位移控制条件下，外加位移被固定，体系的稳定性判据

不同。只要力-位移曲线对位移的切线刚度仍为正，平衡解仍可保持稳定。因此，位移

控制下体系可以越过最大拉力点（状态 II），并沿解析分支进入状态 III。只有当位移达

到极大值（曲线出现垂直切线）时，体系才真正失稳并发生跳跃
[153]
。

4.3 无矩薄膜

对于肥皂薄膜，界面黏附能 Γad由方程(4.8)定义，这使得任何给定的接触角对应着

统一的脱粘力。相比之下，弹性薄膜的界面黏附能具有更具体的物理意义，代表了在刚

性球体与薄膜接触界面扩展分离区域所需的能量。不同于肥皂薄膜，弹性薄膜的张力

并非恒定值，而取决于特定材料规律和残余应力。此外，接触角 θc 并非预设值，而是

作为满足 G = Γad的解的一部分自然产生，这符合 Griffith断裂理论。

在第三章中，我们已对无矩薄膜与刚性球体压痕模型中的弹性毛细效应进行了细

致的分析；本节采用的模型形式与之类似，但专注于仅考虑薄膜弹性的情况，并进一步

讨论几何非线性的影响；此外，本节基于体系所包含的物理量，给出详细的能量变分推

导过程。

4.3.1 总势能变分与能量释放率

考虑无矩薄膜与刚性球体之间的无摩擦黏附接触，接触区域为共形接触。在有限

变形假设下，薄膜接触区域的形状通常被近似为抛物线函数，以向上的脱粘方向为正

方向，薄膜在接触区域的面外变形可描述为

z(r) = d +
r2

2Rs
(4.9)

然而，本小节中，我们希望更加深入地讨论变形几何非线性对脱粘力影响，因此同时考

虑对接触区域形状的精确球体描述，如方程(4.1)所示。

接下来，通过严格的总势能变分对黏附体系进行分析，此时能量泛函仅包含弹性

势能与外力功，使研究重点集中于薄膜的力学响应，并自然得到能量释放率，以分析接

触线的稳定性与脱粘行为。在位移控制条件下，系统总势能可表示为

Π(u,u′,z,z′) =
∫ rc

0
2πrW (r,u,u′)dr+

∫ R f

rc

2πr
[
W (r,u,u′,z′)− pz

]
dr (4.10)

其中，W 为无矩薄膜的拉伸弹性能密度，其对应的运动学关系、线弹性本构及能量具

体形式分别由方程(2.4)，(2.5)和(2.3)给出。在接触区域 (0,rc)，面外位移 z由几何约束

唯一确定，不作为独立变量参与变分，但其所引起的拉伸应变能仍保留在体系总势能

中；在非接触区域 (rc,R f )，显式考虑了附加压力 p所做的功。
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对总势能 Π施加包含可移动边界 rc的变分，得到

δΠ = 2πδ
∫ r−c

0
L1 dr+2πδ

∫ R f

r+c
L2 dr (4.11)

上式中，上标 −/+表示接触线左侧或右侧的物理量。L1 和 L2 分别是接触区域与非接

触区域的加权势能密度，即

L1 = rW (r,u,u′), L2 = rW (r,u,u′,z′)− prz (4.12)

基于变分法则，对接触区域积分有

δ
∫ r−c

0
L1dr =

∫ r−c

0

(
∂L1

∂u
δu+

∂L1

∂u′
δu′
)

dr+L1|r−c δ r−c (4.13)

对含导数部分进行分部积分，可得∫ r−c

0

∂L1

∂u′
δu′dr =

∂L1

∂u′

∣∣∣∣
r−c
(δu)(r−c )−

∂L1

∂u′

∣∣∣∣
0
(δu)(0)−

∫ r−c

0

d
dr

(
∂L1

∂u′

)
δudr (4.14)

需要特别指出，在可移动边界 r = rc 处，函数值的变分 δ f (rc)并不等同于变分函数在

该点的取值 (δ f )(rc)，二者之间满足关系

(δ f )(rc) = δ f (rc)− f ′(rc)δ rc (4.15)

自然边界条件表明，接触线处的位置及面内位移连续，即

δ r−c = δ r+c = δ rc, δu(r−c ) = δu(r+c ) = δuc (4.16)

于是可得

(δu)(r−c ) = δu(r−c )−u′|r−c δ r−c = δuc −u′|r−c δ rc (4.17)

薄膜对称中心 r = 0处，物理量的变分也满足(4.15)所示的变分关系，于是有

(δu)(0) = δu(0)−u′|0δ0 = 0 (4.18)

类似地，对区间 (r+c ,R f )，有

δ
∫ R f

r+c
L2dr =

∫ R f

r+c

(
∂L2

∂u
δu+

∂L2

∂u′
δu′+

∂L2

∂ z
δ z+

∂L2

∂ z′
δ z′
)

dr+L2|R f δR f −L2|r+c δ r+c
(4.19)

其中含导数部分可进一步处理为∫ R f

r+c

∂L2

∂u′
δu′dr =

∂L2

∂u′

∣∣∣∣
R f

(δu)(R f )−
∂L2

∂u′

∣∣∣∣
r+c
(δu)(r+c )−

∫ R f

r+c

d
dr

(
∂L2

∂u′

)
δudr

∫ R f

r+c

∂L2

∂ z′
δ z′dr =

∂L2

∂ z′

∣∣∣∣
R f

(δ z)(R f )−
∂L2

∂ z′

∣∣∣∣
r+c
(δ z)(r+c )−

∫ R f

r+c

d
dr

(
∂L2

∂ z′

)
δ zdr

(4.20)

结合(4.15)对上式中的变分进行计算，并考虑自然或物理边界条件，得到

(δu)(R f ) = δu(R f )−u′|R f δR f = δu f −u′|R f δR f = 0 (4.21)
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(δ z)(R f ) = δ z(R f )− z′|R f δR f = 0 (4.22)

(δu)(r+c ) = δu(r+c )−u′|r+c δ r+c = δuc −u′|r+c δ rc (4.23)

(δ z)(r+c ) = δ z(r+c )− z′|r+c δ r+c = δ zc − z′|r+c δ rc (4.24)

在方程(4.21)中，u f 是固定边界处的预拉伸变形，通过

u f = (1−ν)R f T/Y (4.25)

给定，T 为固定端预张力。方程(4.22)应用了固定端处 z(R f ) = 0的条件。

由于接触区域薄膜的变形形状已知，方程(4.24)中的 δ zc可以被计算为

δ zc = z′|r−c δ rc (4.26)

将方程(4.12)-(4.26)代入方程(4.11)，得到总势能变分表达式
δΠ
2π

=
∫ rc−

0

[
∂L1

∂u
− d

dr

(
∂L1

∂u′

)]
δudr

+
∫ R f

r+c

{[
∂L2

∂u
− d

dr

(
∂L2

∂u′

)]
δu+

[
∂L2

∂ z
− d

dr

(
∂L2

∂ z′

)]
δ z
}

dr

+

(
∂L1

∂u′

∣∣∣∣
r−c
− ∂L2

∂u′

∣∣∣∣
r+c

)
δuc

+

(
L1|r−c − L2|r+c − ∂L1

∂u′
u′
∣∣∣∣
r−c
+

∂L2

∂u′
u′
∣∣∣∣
r+c
− ∂L2

∂ z′
z′
∣∣∣∣
r−c
+

∂L2

∂ z′
z′
∣∣∣∣
r+c

)
δ rc

(4.27)

上述推导完整呈现了薄膜总势能的变分计算过程，在薄膜-球体接触模型中建立了统一

的变分描述框架。该框架适用于中等变形情形，同时在处理强非线性问题时也可沿用

相同的变分思路，从而避免直接代数推导的复杂性。

位移 δu和 δ z的变分项可导出三组 Euler-Lagrange方程，其具体形式可进一步表示

为：

∂L1

∂u
− d

dr

(
∂L1

∂u′

)
= 0 =⇒ Nθ −

d
dr

(rNr) = 0, 0 ≤ r < rc

∂L2

∂u
− d

dr

(
∂L2

∂u′

)
= 0 =⇒ Nθ −

d
dr

(rNr) = 0, rc < r ≤ R f

∂L2

∂ z
− d

dr

(
∂L2

∂ z′

)
= 0 =⇒ Nr

d2z
dr2 +Nθ

1
r

dz
dr

+ p = 0, rc < r ≤ R f

(4.28)

上式中三组关系分别对应薄膜接触区域的面内平衡方程，非接触区域的面内平衡方程，

及非接触区域的面外平衡方程。方程(4.27)中的其他项归为边界条件，其中，接触线处

面内变形的变分 δuc对应于

∂L1

∂u′

∣∣∣∣
r−c
− ∂L2

∂u′

∣∣∣∣
r+c

= 0 =⇒ N−
r = N+

r (4.29)

该条件结合接触线处径向位移的连续性条件说明，接触线处的径向和环向薄膜张力均
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连续。而接触线位置的变分 δ rc所对应的边界条件可整理为

− ∂L1

∂u′
u′
∣∣∣∣
r−c
+ L1|r−c +

∂L2

∂u′
u′
∣∣∣∣
r+c
− ∂L2

∂ z′
|r+c z′

∣∣∣∣
r−c

+
∂L2

∂ z′
z′
∣∣∣∣
r+c
− L2|r+c =

N+
r rc (1− cosθc)

cosθ−

(4.30)

这意味着当平衡条件和连续性条件均满足，且 δ rc 6= 0时，总势能变分为

δΠ = 2πN+
r (1− cosθc)rcδ rc/cosθ− (4.31)

能量释放率可通过评估形成剥离表面（或反之，形成接触表面）单位面积上总势能的

变化来推导，具体地，

G =− δΠ
δAfracture

=
δΠ

δAcontact
=

δΠ
2πrcδ rc/cosθ− (4.32)

将(4.31)代入(4.32)，得到无矩薄膜的能量释放率

G = N+
r (1− cosθc) (4.33)

式中接触区域外侧薄膜张力 N+
r 及薄膜-刚性球体接触角 θc 如图4.3所示。值得注意的

是，该曲面结果与平面结果完全一致
[181]
，且符合 Kendall薄膜剥离角的概念 [96,191,193]

。

根据图4.3所示的几何关系，有 θc = θ−+θ+，对应于模型中接触区域的两种描述

方式（精确球形(4.1)、抛物线近似(4.9)），接触线内侧变形角可分别计算为

θ− = arctan
rc√

R2
s − r2

c
(4.34)

和

θ− = arctan(rc/Rs) (4.35)

而接触线外侧接触角通过 θ+ =−arctanz′(r+c )计算。

图 4.3 无矩薄膜与刚性球体在黏附接触下承受向上拉力的示意图

在以上分析中，能量释放率 G描述了接触线外侧单位面积界面扩展所释放的弹性

能量，但尚未给出界面脱粘的临界条件。由于界面脱粘过程在能量意义上等价于界面

裂纹的扩展过程，因此可借助断裂力学中的 Griffith准则进行判定。在忽略界面断裂中

模式混合效应（即不区分张开型 Mode I与剪切型 Mode II分量对界面韧度影响）的假
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设下
[194]
，当能量释放率达到界面黏附能 Γad时，接触线处界面处于临界脱粘状态，即

G = Γad (4.36)

基于该临界条件，若 G > Γad，界面将发生脱粘，而当 G < Γad，界面保持稳定。该判据

将总势能分析得到的能量释放率与界面黏附能联系起来，从而为接触线稳定性提供了

相应的力学判定条件。

将能量释放率的具体表达式(4.33)代入方程(4.36)，结合几何关系 θc = θ−+θ+，并

在小转角假设下对余弦函数进行展开，cosθc = 1− 1
2θ 2

c +O(θ 4
c )，方程(4.36)可改写为

z′−− z′+ =

√
2Γad

N+
r

(4.37)

该结果在形式上与第3.3.1节中的结果一致。在第3.3.1节中，首先基于接触线处的虚功

原理建立张力平衡关系，并结合界面黏附能对其进行改写，从而得到变形一阶导数的

跳跃条件，表明能量方法与力学平衡分析在该问题中给出了等价的接触线描述。

4.3.2 数值求解及脱粘力分析

为了得到无矩薄膜与刚性球体接触的脱粘力，需要对薄膜变形的位移场和应力场

进行求解。纯弹性无矩薄膜的变形平衡方程由(4.28)给出，其中，对于悬浮薄膜，非接

触区域的附加横向荷载 p = 0。为了方便求解，引入应力函数 Φ，在此条件下，径向张

力和环向张力的计算式由方程(2.16)给出，应力函数需要满足相容方程(2.18)。结合应力

函数，纯弹性无矩薄膜的面外平衡方程可表示为

d
dr

(
Φ

dz
dr

)
= 0, rc ≤ r ≤ R f (4.38)

方程(4.38)以及薄膜全域上应力函数的相容方程构成求解的控制方程。在具体的求解过

程中，采用薄膜拉伸模量 Y 和固定端半径 R f 对各物理量进行无量纲化。由于本小节与

第3.3.3节采用的接触构型一致，可直接沿用该小节给出的边界条件，如方程(3.32)所示，

其中，接触线转角的跳跃条件需采用纯弹性薄膜的径向张力。

通过 MATLAB 的 bvp5c 工具箱进行求解，可以得到薄膜的变形及张力场。随后，

拉脱力通过接触线外侧 r = r+c 竖向力的平衡计算

F = 2πrcN+
r sinθ+ (4.39)

该方程结合接触区域的形状函数(4.1)或(4.9)得到力-位移关系。

图4.4(a) 和 (b) 分别展示了不同黏附能对应的力-位移曲线，以及黏附能 Γad/Y =

10−2 情况下，对应于零外力状态和临界脱粘状态的薄膜变形轮廓。尽管精确球形与抛

物线近似的薄膜宏观拉伸行为和变形几何形态差异不大（如图4.4(b)），但接触角的微

小差异会显著影响临界脱粘力。使用抛物线近似时，脱粘力始终为 πΓadRs，使用精确
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球形描述时，脱粘力会大于该值。

(a) (b)

Ⅰ

Ⅱ
Ⅰ

Ⅱ

图 4.4 无矩薄膜的力-位移曲线及变形轮廓：(a)使用精确球体形状（实线）和近似球体形状（即
抛物面，虚线）计算的力-位移曲线。考虑三种不同的界面黏附值（见图例）、零预张力
（即 T̄ = T/Y = 0），薄膜尺寸 R f /Rs = 10；(b)黏附能 Γad/Y = 10−2 对应的变形轮廓：I
为零外力状态，II为临界脱粘状态，实线和虚线分别对应精确球形与抛物线描述

当薄膜预张力 T 增大或黏附能减小时，球形描述下的临界脱粘力与 πΓadRs的偏差

会逐渐减小，如图4.5所示。这种趋势符合预期，因为较大的预张力和较小的黏附能对

应着更小的薄膜变形量及更小的接触半径，使得球体形状的抛物线近似变得更为合理。

图 4.5 预张力和界面黏附对无矩薄膜剥离力的影响

上述结果表明，几何非线性对弹性薄膜与刚性球体之间的黏附接触行为具有重要

影响，但尚不足以据此判断球面或抛物线描述的优劣。这主要是由于无矩薄膜理论基于

FvK薄膜理论框架，其几何关系采用小斜率近似，使变形形状更接近抛物线形式 [195-196]
，

从而与精确球面几何描述之间存在差异。为进一步分析该问题，本章接下来在弹性薄

膜与刚性球体接触的模型下中引入大变形框架，对超弹性薄膜的黏附接触行为进行研

究，该框架能够在统一的几何描述下处理有限变形情形
[97]
。
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4.4 超弹性薄膜

本节讨论超弹性薄膜与刚性球体的黏附接触问题，考虑薄膜的大变形行为。为了

准确描述薄膜的几何非线性，需明确区分变形前后的构型。图4.6展示了薄膜变形前后

的横截面视图，薄膜变形分为三个过程，薄膜初始状态为未受力的平坦状态，厚度为

t0，自然伸展半径为 R f；经等轴拉伸后，薄膜半径变为 λ0R f，并在此边缘固定；接下

来，刚性球体与薄膜发生接触并下压，接触过程为无摩擦、无黏附状态，下压至一定深

度后，在外力作用下球体向上抬升，抬升过程为无摩擦、有黏附状态，直至二者分离。

在上述过程中，薄膜的预拉伸以及球体接触时的面外变形均为轴对称。处于面外变形

状态时，薄膜与刚性球体的接触半径记为 rc，对应参考构型中的 Rc。

(a)

(b)

(c)

图 4.6 超弹性薄膜的黏附接触：(a)未变形构型；(b)预拉伸构型；(c)脱粘构型

本节基于上述变形过程，对超弹性、大变形薄膜进行能量分析以得到其平衡条件，

进而讨论超弹性薄膜与刚性球体之间的黏附接触及脱粘状态。在第4.4.1节中，给出完

整的总势能分析过程及接触线处的能量平衡条件，在第4.4.2节中，给出数值求解方法

及结果讨论。

4.4.1 总势能变分与能量释放率

首先给出薄膜变形的运动学描述。未变形构型中，物质点的坐标可定义为 (R,0)，

该点在变形构型中位移至 (r(R),z(R))。沿径向、环向和厚度方向的三项主伸长率分别

为

λr =
√

r′2 + z′2, λθ =
r
R
, λt =

t
t0

(4.40)

上式中，( )′ 表示 d( )/dR。本小节考虑不可压缩材料，其变形满足 λrλθ λt = 1，因此，

变形后的薄膜厚度为 t = t0/λrλθ。为便于描述薄膜大变形，引入 ϕ(R)作为变形构型中

薄膜轮廓 (r,z)的顺时针旋转角度，其满足几何关系

sinϕ =− z′

λr
, cosϕ =

r′

λr
, tanϕ =−dz

dr
(4.41)
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记W =W (λr,λθ )表示薄膜在未变形构型下的单位体积弹性应变能，Nr 和 Nθ 分别为径

向和环向薄膜张力，可由三维柯西应力 σr 和 σθ 沿当前厚度方向积分得到，在薄膜假

设下，应力在厚度方向上近似均匀分布，薄膜张力可计算为

Nr = tσr =
t0
λθ

∂W
∂λr

, Nθ = tσθ =
t0
λr

∂W
∂λθ

(4.42)

接下来，对薄膜与刚性球体的总势能进行变分分析，以获得对应的平衡条件及能

量释放率。考虑对接触区域球体形状的精确几何非线性描述，体系总势能可表示为

Π = 2π
∫ R f

0
W (λr,λθ )t0RdR−2π

∫ Rc

0
p
[

z−
(

d +Rs −
√

R2
s − r2

)]
rr′ dR (4.43)

上式中，p作为 Lagrange乘子，用于确保薄膜在接触区域与球体保持共形接触，且接触

区域在未变形状态下的形状并非预先已知。对上述总势能施加可动边界（δRc 6= 0）变

分，得到

δΠ = 2πδ
∫ R−

c

0
L1dr+2πδ

∫ R f

R+
c

L2dr (4.44)

其中

L1 = t0RW (r,r′,z′)− p
[

z−
(

d +Rs −
√

R2
s − r2

)]
rr′ (4.45)

和

L2 = t0RW (r,r′,z′) (4.46)

分别为接触区域和非接触区域的加权能量密度函数。在接触区域，变分可具体地展开

为

δ
∫ R−

c

0
L1dr =

∫ R−
c

0

(
∂L1

∂ r
δ r+

∂L1

∂ r′
δ r′+

∂L1

∂ z
δ z+

∂L1

∂ z′
δ z′
)

dR+L1
∣∣
R−

c
(4.47)

其中∫ R−
c

0

∂L1

∂ r′
δ r′dr =

∂L1

∂ r′

∣∣∣∣
R−

c

(δ r)(R−
c )−

∂L1

∂ r′

∣∣∣∣
0
(δ r)(0)−

∫ R−
c

0

d
dR

(
∂L1

∂ r′

)
δ rdR

∫ R−
c

0

∂L1

∂ z′
δ z′dr =

∂L1

∂ z′

∣∣∣∣
R−

c

(δ r)(R−
c )−

∂L1

∂ z′

∣∣∣∣
0
(δ r)(0)−

∫ R−
c

0

d
dR

(
∂L1

∂ z′

)
δ zdR

(4.48)

类似地，在非接触区域，变分可具体地展开为

δ
∫ R f

R+
c

L2dr =
∫ R f

R+
c

(
∂L2

∂ r
δ r+

∂L2

∂ r′
δ r′+

∂L2

∂ z
δ z+

∂L2

∂ z′
δ z′)dR+L2

∣∣
R f

−L2
∣∣
R+

c
(4.49)

其中∫ R f

R+
c

∂L2

∂ r′
δ r′dr =

∂L2

∂ r′

∣∣∣∣
R f

(δ r)(R f )−
∂L2

∂ r′

∣∣∣∣
R+

c

(δ r)(R+
c )−

∫ R f

R+
c

d
dR

(
∂L2

∂ r′

)
δ rdR

∫ R f

R+
c

∂L2

∂ z′
δ z′dr =

∂L2

∂ z′

∣∣∣∣
R f

(δ r)(R f )−
∂L2

∂ z′

∣∣∣∣
R+

c

(δ r)(R+
c )−

∫ R f

R+
c

d
dR

(
∂L2

∂ z′

)
δ zdR

(4.50)
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将方程(4.47)-(4.50)代入(4.44)，得到

δΠ
2π

=
∫ R−

c

0

[(
∂L1

∂ r
− d

dR
∂L1

∂ r′

)
δ r+

(
∂L1

∂ z
− d

dR
∂L1

∂ z′

)
δ z
]

dR

+
∫ R f

Rc+

[(
∂L2

∂ r
− d

dR
∂L2

∂ r′

)
δ r+

(
∂L2

∂ z
− d

dR
∂L2

∂ z′

)
δ z
]

dR

− ∂L1

∂ r′

∣∣∣∣
0
(δ r)(0)− ∂L1

∂ z′

∣∣∣∣
0
(δ z)(0)

+L1|R−
c

δR−
c +

∂L1

∂ r′

∣∣∣∣
R−

c

(δ r)(R−
c )+

∂L1

∂ z′

∣∣∣∣
R−

c

(δ z)(R−
c )

−L2|R+
c

δR+
c − ∂L2

∂ r′

∣∣∣∣
R+

c

(δ r)(R+
c )−

∂L2

∂ z′

∣∣∣∣
R+

c

(δ z)(R+
c )

+L2|R f δR f +
∂L2

∂ r′

∣∣∣∣
R f

(δ r)(R f )+
∂L2

∂ z′

∣∣∣∣
R f

(δ z)(R f )

(4.51)

对于整个薄膜域 0 ≤ R ≤ R f 上的任意位置，由于变分 δ r与 δ z具有任意性，根据

方程 (4.51)所示的总势能变分表达，可得到四个 Euler-Lagrange方程，并可将其组合为

pH (Rc −R) =− t0
rz′

[
∂W
∂λθ

− r′

λr

∂W
∂λr

−R
(

r′

λr

)′ ∂W
∂λr

−R
r′

λr

(
∂W
∂λr

)′]
(4.52)

以及

pH (Rc −R) =− t0
rr′

[
z′

λr

∂W
∂λr

−R
(

z′

λr

)′ ∂W
∂λr

−R
z′

λr

(
∂W
∂λr

)′]
(4.53)

其中，H 为 Heaviside阶跃函数。上式中，能量密度W 关于变量 r，r′，z，z′的偏导数

可通过链式法则计算得到，即

∂W
∂ r

=
1
R

∂W
∂λθ

,
∂W
∂ r′

=
r′

λr

∂W
∂λr

,
∂W
∂ z

= 0,
∂W
∂ z′

=
z′

λr

∂W
∂λr

(4.54)

通过对方程(4.52)和(4.53)取平均，并结合(4.42)，可得到薄膜变形的面外平衡方程

κrNr +κθ Nθ + pH (Rc −R) = 0 (4.55)

其中，κr 和 κθ 分别为主拉伸 λr 和 λθ 对应的主曲率，根据薄膜变形的运动学描述，可

分别计算为

κr =
r′z′′− z′r′′(
r′2 + z′2

)3/2 , κθ =
z′

r
(
r′2 + z′2

)1/2 (4.56)

通过对方程(4.52)和(4.53)取差，并结合(4.42)，可得到薄膜变形的面内平衡方程
dNr

dR
+

r′(Nr −Nθ )

r
= 0 (4.57)

需要指出的是，在本小节的推导过程中，并未预先假定接触区域满足共形接触条件，该

接触特征是通过引入 Lagrange 乘子 p 并对体系总势能进行变分 ∂Π/∂ p = 0 自然得到

的。而在变形变分所得到的平衡方程中，p 在物理上对应于作用在薄膜表面的法向压
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强，其空间分布也是平衡条件的一部分，并通过阶跃函数进入面外平衡方程(4.55)。对

于悬浮薄膜，压强仅在接触区域内非零，其来源为刚性球体施加的接触压力。

在小斜率近似（即 FvK理论的变形描述）下，薄膜变形满足 r′ → 1以及 z′2 → 0，

将上述关系代入方程(4.55) 和 (4.57)，则大变形平衡方程会退化为无矩薄膜的平衡方

程。此外，方程(4.55)描述了薄膜变形的高度非线性，其在概念上与肥皂薄膜的平衡方

程(4.2)一致，但薄膜张力和曲率表达式因材料性质而更为复杂。

通过总势能变分(4.51)的其他部分可推得体系的能量释放率。根据变分法则，有

(δ r)(0) = δ r(0)− r′|0δ0 = 0

(δ z)(0) = δ z(0)− z′|0δ0 = δ z0

(δ r)(R±
c ) = δ r(R±

c )− r′|R±
c

δR±
c = δ rc − r′|R±

c
δRc

(δ z)(R±
c ) = δ z(R±

c )− z′|R±
c

δR±
c = δ zc − z′|R±

c
δRc

(δ r)(R f ) = δ r(R f )− r′|R f δR f = δ r f

(δ z)(R f ) = δ z(R f )− z′|R f δR f = 0

(4.58)

基于自然边界条件或已知的边界约束，上式中的部分关系式已可确定为零。此外，由

轴对称性可知，总势能变分式(4.51)中与 δ z0 相关的系数为零，根据给定的预拉伸边界

条件，有 δ r f = 0。因此，总势能变分中的剩余项对应接触线处的能量条件。进一步地，

基于接触线处面外变形 z的连续性，可得到接触线高度 zc的变分表达式为

δ zc =

(
∂ z
∂ r

δ r
)

R−
c

=
dz
dr

∣∣∣∣
R−

c

δ rc (4.59)

将方程(4.58)-(4.59)代入方程(4.51)，得到
δΠ
2π

=
[
(−λ−

r N−
r +λ+

r N+
r )rc + t0Rc(W−−W+)

]
δRc

+

(
rr′

λr

∣∣∣∣
R−

c

N−
r +

z′

λr

∣∣∣∣
R−

c

rcN−
r

dz
dr

∣∣∣∣
R−

c

− rr′

λr

∣∣∣∣
R+

c

N+
r − z′

λr

∣∣∣∣
R+

c

rcN+
r

dz
dr

∣∣∣∣
R−

c

)
δ rc

(4.60)

结合几何关系(4.41)，环向伸长比 λθ = rc/Rc 以及临界脱粘状态下的变分关系 δ rc =

r′−δRc，上式可改写为

δΠ
2π

=

[(
λ+

r

λ−
r

N+
r − cosθcN+

r

)
+

t0
λθ λ−

r

(
W−−W+

)] rc

cosϕ−δ rc (4.61)

上式中，N+
r = Nr(R+

c )为接触线右侧薄膜张力，θc = ϕ(R+
c )−ϕ(R−

c )为薄膜与刚性球体

之间的接触角，如图4.6(c)所示。

将方程(4.61)代入能量释放率的概念式(4.32)，得到大变形薄膜与刚性球体接触的

能量释放率

G =
δΠ

2πrcδ rc/cosϕ(R−
c )

= N+
r (1− cosθc)+

t0
λ−

r λθ

[
∂W
∂λr

∣∣∣
r=r+c

∆λr −∆W
]

(4.62)
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方程(4.62)中，∆λr = λ+
r −λ−

r 表示接触线两侧的径向伸长比差值，∆W = W (λ+
r ,λθ )−

W (λ−
r ,λθ )表示对应的弹性应变能差值。该结果与 Long等人 [97]

和 Rao等人 [181]
关于薄

膜与平面刚体接触问题的研究结论一致。此外，当设定 λ−
r = 1 时，该方程可退化为

Eremeyev等人 [197]
给出的超弹性薄膜剥离公式，进一步可转化为 Rivlin的公式 [198]

及经

典的 Kendall方程 [96]
。

4.4.2 数值求解

方程(4.55)与(4.57)描述了薄膜在大变形条件下的平衡状态。结合接触模型的边界

条件，该方程组可用于求解薄膜变形。为便于求解，在大变形分析中通常将求解变量改

写为 λθ，z，ϕ 及 λr，并将控制方程重构为这四个变量的一阶常微分方程组，从而实现

数值求解。

将几何关系(4.41)代入(4.56)，得到

κr =−dϕ
dξ

=− ϕ
λr
, κθ =−sinϕ

r
(4.63)

将上式代入平衡方程(4.55)和(4.57)，并结合几何关系(4.41)中已包含的 z′与 r′导数表达

式，得到

dλθ
dR

=
λrcosϕ −λθ

R
dz
dR

=−λrsinϕ

dϕ
dR

=
pH (Rc −R)Rλθ λr −λrNθ sinϕ

Rλθ Nr
dλr

dR
=

λr(Nθ −Nr)cosϕ −λθ (∂Nr/∂λθ )(λrcosϕ −λθ )

Rλθ (∂Nr/∂λr)

(4.64)

上述方程构成了描述薄膜大变形行为的一阶控制方程组，已被广泛应用于剥离
[97]
、润

湿
[61,181]

等相关问题的研究中。

在接触区域内薄膜形状已由式(4.1)给定的前提下，该区域的待解参数仅有 λθ 和 λr，

此时该问题可通过引入七个附加的边界及匹配条件得到完整求解。其中，六个条件对

应于两区域常微分方程组的边界与连续性要求，另一个条件用于确定未知接触半径 Rc。

因此，施加如下自然边界条件：

λr(0) = λθ (0), z(R f ) = 0, λθ (R f ) = λ0 (4.65)

上式中，λ0表示预拉伸。此外，接触线处的连续性还需满足

z(r−c ) = z(r+c ), λr(R−
c ) = λr(R+

c ), λθ (R−
c ) = λθ (R+

c ) (4.66)

其中，λr 在接触线处的连续性源于无摩擦界面的物理约束。部分研究忽略刚体表面的

牵引作用，从而将该假设替换为非连续薄膜张力的平衡条件
[97,102]
。然而，该连续性假设
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与前文针对无矩薄膜建立的变分框架相一致，同时也符合已有关于润滑界面薄膜问题

的研究结论。例如，在薄膜润湿
[61,105,181]

以及原子级光滑二维材料鼓泡
[68,128,199]

等问题中，

应变分量的连续性已在拉曼光谱实验
[200-201]

和分子动力学模拟
[202-203]

中得到观测与验证。

最后，将方程(4.66)代入(4.62)，并考虑无摩擦的 JKR型能量判据(4.36)，得到

N+
r (1− cosθc) = Γad (4.67)

其中，θc 表示局部接触角。该结果与肥皂膜情形下的式(4.8)类似，并与无矩薄膜的

式(4.33)完全一致，但其适用范围推广至任意满足热力学允许条件的材料本构模型。直

观而言，如图4.6(c)中接触线处的局部放大图，θc可以被理解为杨氏接触角在弹性体系

中的对应形式，即一种弹性化的杨氏角。

在上述分析中，我们尚未涉及材料本构关系及薄膜张力 Nr、Nθ 的具体表达形式，

因此所得结论对任意超弹性薄膜均具有普适性。为便于对薄膜与刚性球体黏附接触的

平衡状态进行定量分析，本小节进一步引入 Gent模型 [204]
对薄膜材料的力学行为进行

描述，其能量函数的定义如下：

W =−µ
2

Jm ln
(

1− I1 −3
Jm

)
(4.68)

上式中，µ 为薄膜剪切模量，Jm 为与薄膜极限伸长相关的材料常数，I1 = λ 2
r + λ 2

θ +

1/(λ 2
r λ 2

θ )是左 Cauchy-Green变形张量的第一主不变量。将方程(4.68)代入(4.42)得到对

应于 Gent本构的薄膜张力
Nr =

−µt0Jm
(
λ 4

r λ 2
θ −1

)
λrλθ +λ 3

r λ 3
θ
(
λ 2

r +λ 2
θ −3− Jm

)
Nθ =

−µt0Jm
(
λ 2

r λ 4
θ −1

)
λrλθ +λ 3

r λ 3
θ
(
λ 2

r +λ 2
θ −3− Jm

) (4.69)

由(4.68)可知，变形必须满足 I1 −3 < Jm，当 I1 −3逐渐接近 Jm时，应变能密度函数趋

于发散，此时超弹性材料中的分子链逐渐被拉直并接近其有限伸长极限，从而表现出

显著的应变增硬效应。因此，较小的 Jm意味着材料在较小变形下即进入强非线性响应

区间，其可变形能力受到更强约束；而当 Jm较大时，材料在更大变形范围内表现出近

似线性响应，其本构行为逐渐趋近于 neo-Hookean模型。该模型的弹性应变能密度函数

可表示为
[205]

W =
µ
2

(
λ 2

r +λ 2
θ +

1
λ 2

r λ 2
θ
−3
)

(4.70)

对应的薄膜张力可表示为

Nr =
µt0
(
λ 4

r λ 2
θ −1

)
λ 3

r λ 3
θ

, Nθ =
µt0
(
λ 2

r λ 4
θ −1

)
λ 3

r λ 3
θ

(4.71)

根据具体的能量形式，采用打靶法对一阶常微分方程组(4.64)进行求解。具体地，定
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义无量纲变量

{y1,y2,y3,y4}= {λθ ,z/R f ,ϕ ,λr} (4.72)

在接触区域，基于共形接触条件，变形后的高度与转角关系满足

y2 = ∆+ R̄s −
√

R̄2
s − (y1R̄)2, y3 =−arctan R̄/

√
R̄2

s − (y1R̄)2 (4.73)

上式中，Rs = Rs/R f 表示无量纲化的球体半径，R̄ = R/R f 为无量纲化的薄膜半径。在

非接触区域，各参量均需要进行完整求解。对应于 Gent本构关系，有
d

dR̄
y1 =

y4 cosy3 − y1

R̄
d

dR̄
y2 =−y4 siny3

d
dR̄

y3 =−
y4siny3

(
y2

4y4
1 −1

)
/R̄

y1
(
y4

4y2
1 −1

)
d

dR̄
y4 =

Λy2
4
(
y2

4y4
1 −3

)
cosy3 −Λy4y1

(
y4

4y2
1 −3

)
R̄y1

[(
y4

4y2
1 +3

)
Λ+2

(
y4

4y2
1 −1

)2
/(Jmy2

4y2
1)
]

+
2y4
(
y6

4y6
1 − y2

4y2
1I1 +2

)
(−y4 cosy3 + y1)

R̄y1

[
y2

4y2
1
(
y4

4y2
1 +3

)
JmΛ+2

(
y4

4y2
1 −1

)2
]

(4.74)

上式中，Λ = 1− (I1 − 3)/Jm，对应于悬浮薄膜，考虑了零附加横向压力。当材料常数

Jm → ∞，方程(4.74)退化为 neo-Hookean模型的求解方程组
d

dR̄
y1 =

y4 cosy3 − y1

R̄
d

dR̄
y2 =−y4 siny3

d
dR̄

y3 =−
y4
(
y2

4y4
1 −1

)
siny3/R̄

y1
(
y4

4y2
1 −1

)
d

dR̄
y4 =

y2
4
(
y2

4y4
1 −3

)
cosy3 − y4y1

(
y4

4y2
1 −3

)
R̄y1

(
y4

4y2
1 +3

)
(4.75)

接触区域的解可通过在初始点 R̄ = R̄0(R̄0 → 0)处猜测一主曲率 k得到：

y1(R̄0) = k, y2(R̄0) = ∆, y3(R̄0) = 0, y4(R̄0) = k (4.76)

非接触区域的解可通过在 R̄ = R̄c处施加连续性条件或平衡条件(4.66)-(4.67)得到。通过

调节未知参数 k与接触线位置 R̄c 使其满足 R̄ = 1处的边界条件(4.65)。在数值实现中，

为方便得到全过程的力-位移曲线，亦可给定不同的 R̄c，通过牛顿法对 k和 ∆进行迭代。

4.4.3 脱粘力分析

通过上述步骤，可对悬浮超弹性薄膜与刚性球体接触所引起的大变形问题进行求

解，该过程中薄膜的几何非线性与材料非线性均得到充分考虑。得到薄膜的变形及张
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力场后，对应的拉脱力可通过接触线处的竖直方向力的平衡得到：

F = 2πrcN+
r sinϕ(R+

c ) (4.77)

首先考虑材料非线性对平衡状态的影响。图4.7(a) 和 (b) 分别展示了不同材料本

构（Jm 值）对应的脱粘过程力-位移曲线与力-接触半径曲线。计算条件为 Γad = µt0/2，

R f = 1.1Rs，零预拉伸 λ0 = 1。图4.7(b)中，相同载荷条件下，Jm 较小的薄膜与刚性球

体接触时所形成的接触面积更小，这反映了 Gent模型的应变增硬效应。

然而，图4.7(a)表明，当拉力达到最大值时，对应的临界拉伸位移并未随 Jm 呈现

简单的单调变化关系。该现象源于材料非线性与几何效应之间的耦合作用，临界拉伸

位移并非直接由材料参数决定，而是通过接触半径间接控制，如图4.7(c)所示。相比之

下，图4.7(d)显示，当改变界面黏附能时，系统表现出更为直接的响应：随着黏附能的

增大，接触半径与临界拉伸位移均同步增大。这是由于黏附能直接控制接触区域的稳定

性，从而在几何上同时推动接触扩展与分离位移的增加。尽管存在几何与材料耦合的

影响，对于不同应变增强行为的薄膜，其最大拉脱力均可统一表示为 Fc = π Γad Rs，这

一结果表明，与经典块体 JKR黏附理论类似，非线性薄膜的脱粘力主要由黏附能和球

体尺寸决定，应变增强效应对其无明显调控作用。

(b)

(c) (d)

(a)

图 4.7 Gent型超弹性薄膜的拉脱行为：(a)不同应变增强程度薄膜（由图例中的 Jm表示）对应

的力-位移曲线，虚线表示 neo-Hookean薄膜（Jm → ∞）；(b)不同材料参数下的力-接触
半径关系；(c)两种不同材料参数下薄膜在脱粘点的变形轮廓；(d)两种不同黏附能下薄
膜在脱粘点的变形轮廓，此时薄膜尺寸为 R f = 2Rs，预拉伸 λ0 = 1，材料参数 Jm = 500
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图4.8展示了薄膜尺寸、界面黏附能以及预拉伸等参数对力-位移以及力-接触半径

关系的影响。这里比较了两类系统的计算结果：实线为具有精确球体几何的 Gent型超

弹性薄膜（Jm = 500），虚线为采用抛物线近似形状的无矩薄膜，其计算理论如第4.3节

所述。对于无矩薄膜，其杨氏模量取为 E = 3µ，对应不可压缩情况下的泊松比 ν = 0.5。

(b)

(c) (d)

(a)

(f)(e)

图 4.8 薄膜尺寸、黏附能和预拉伸对薄膜脱粘行为的影响：(a, b)不同无量纲薄膜尺寸下的力-位
移曲线与力-接触半径曲线，此时黏附能取 Γad/(µt0) = 0.1，预拉伸为零；(c, d)不同无量
纲黏附能下的力-位移曲线与力-接触半径曲线，薄膜尺寸为 R f /Rs = 2，预拉伸为零；(e,
f)不同预拉伸值下的力-位移曲线与力-接触半径曲线，此时 Γad/(µt0) = 0.2，R f /Rs = 2。

相同颜色的实线和虚线使用相同参数计算，包括薄膜尺寸、黏附能及预拉伸

图4.8(a)和 (b)讨论了薄膜相对尺度 R f /Rs 对脱粘行为的影响。根据计算结果，随

着薄膜尺寸的增大，脱粘拉伸位移 d 显著增加，反映了几何尺度增大对面外变形顺应

性的增强作用。然而，在图4.8(a)中，由于统一采用 R f 进行无量纲化处理，该趋势被弱

化。值得注意的是，在 rc � R f 的条件下，脱粘接触面积对体系整体尺度并不敏感
[186,206]

，

如图4.8(b)所示。这表明接触行为主要由接触区附近的局部力学平衡所决定，而远场仅
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提供背景应力，从而使接触区与整体结构在一定程度上解耦，这与经典块体 JKR接触

具有相似性。

在球体通过界面黏附向上拉伸薄膜的过程中，相较于线性理论，非线性理论得到

的薄膜变形在相同外力作用下表现出更明显的向上拉伸响应（即力-位移曲线整体向右

偏移）。这一差异源于几何非线性强化了位移与面内拉伸之间的耦合，使结构在外载作

用下更倾向于通过整体拉伸来实现响应；不过，由于脱粘过程中整体变形幅度较小，该

效应的影响相对有限，如图4.8(a)所示。相比之下，稳定零外力状态（F = 0,rc 6= 0，对

应图4.2(d)和 (e)中的状态 I）下的接触半径更为敏感地反映了上述差异，其中线性理论

普遍预测更大的零外力接触半径，如图4.8(b)所示。

图4.8(c)-(f)表明，无量纲黏附能与预拉伸对黏附力学响应具有显著影响，且其变化

趋势与物理直觉一致：随着黏附能的增大，临界拉伸位移及临界脱粘半径均随之增大；

而随着预拉伸水平的提高，薄膜整体力学响应趋于刚化，上述两个特征量相应减小。特

别地，预拉伸的引入使薄膜变形由几何非线性主导转变为线性预应力与非线性拉伸相

互竞争的双重作用机制，从而使线性与非线性理论的力学响应不再呈现出单调差异。在

上述各类参数变化条件下，最大拉力（即脱粘力）保持不变，均为 Fc = πΓadRs。

4.5 表面张力作用下的超弹性薄膜脱粘

不同于第4.3节和第4.4节中基于总势能变分的推导，本小节采用总自由能最小化方

法对超弹性薄膜与刚性球体的黏附接触体系进行分析，将薄膜的弹性势能与界面黏附

能等所有能量贡献纳入系统总能量，并通过 Lagrange乘子显式引入接触约束。该方法

能够在统一的能量框架下描述薄膜的变形与接触条件，使得接触线处的脱粘条件可以

自然从系统平衡中获得，同时清晰体现各部分能量对整体平衡的影响。

考虑常数表面能密度
[120,162]

，体系的总自由能可表示为

Πtot = Π+4πR2
s γsv +

∫ rc

0
2πr(γmv + γms − γsv)

√
r′2 + z′2 dR

+
∫ R f

rc

2πr2γmv

√
r′2 + z′2 dR

(4.78)

其中，γmv、γms以及 γsv分别是薄膜-空气界面、薄膜-球体界面及球体-空气界面的表面

能密度，为便于表述，定义表面张力函数

Ts(R) = (γmv + γms − γsv)H (Rc −R)+2γmvH (R−Rc) (4.79)

对应于体系的平衡状态，总自由能需要在动边界条件 δRc 6= 0的条件下满足能量极值

条件 δΠ = 0，其中，总自由能变分可计算为

δΠ = 2πδ
∫ R−

c

0
L1dr+2πδ

∫ R f

R+
c

L2dr (4.80)
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其中 L1 与 L2 为考虑各界面表面能的加权能量密度，分别由方程(4.45)和(4.46)叠

加(4.78)中所包含的表面能积分函数得到。

由于变分参量保持为 r，r′，z，z′，第4.4.1节中的变分框架(4.47)-(4.51)仍然成立，对

应的 Euler-Lagrange方程可改写为

pH (Rc −R) =− t0
rz′

[
∂W
∂λθ

− r′

λr

∂W
∂λr

−R
(

r′

λr

)′ ∂W
∂λr

−R
r′

λr

(
∂W
∂λr

)′]
−Ts(κr +κθ ) (4.81)

以及

pH (Rc −R) =− t0
rr′

[
z′

λr

∂W
∂λr

−R
(

z′

λr

)′ ∂W
∂λr

−R
z′

λr

(
∂W
∂λr

)′]
−Ts(κr +κθ ) (4.82)

其中曲率 κr 和 κθ 仍由方程(4.56)给出。通过对方程(4.81)和方程(4.82)取平均，并结

合(4.42)，可得到薄膜变形的面外平衡方程
r′z′′− z′r′′(
r′2 + z′2

)3/2 (Nr +Ts)+
z′

r
(
r′2 + z′2

)1/2 (Nθ +Ts)+ pH (Rc −R) = 0 (4.83)

该结果与 Liu等人 [61]
关于润湿问题的研究以及 Rao等人 [181]

提出的液体鼓泡问题结果

相一致。从物理意义上看，该结果可被理解为弹性薄膜平衡方程(4.55)与肥皂膜控制方

程(4.2)的线性叠加。对方程(4.81)和(4.82)取差，并结合(4.42)，可得到薄膜变形的面内

平衡方程；由于本小节考虑常数表面能密度，面内平衡方程仍保持为(4.57)。

根据上述平衡方程，在求解所需要的一阶控制方程组(4.64)中，仅来源于面外平衡

方程的转角微分方程发生变化

dϕ
dR

=
pH (Rc −R)Rλθ λr −λr(Nθ +Ts)sinϕ

Rλθ (Nr +Ts)
(4.84)

在满足平衡方程后，总自由能最小化条件（δΠ = 0且 δRc 6= 0）中的剩余项可整理

为

0 =
δΠ

2πrcδ rc/cosϕ(R−
c )

=
(
N+

r +2γmv
)
(1− cosθc)+

t0
λ−

r λθ

[
∂W
∂λr

∣∣∣
r=r+c

∆λr −∆W
]

︸ ︷︷ ︸
Energy release rate: G

− (γmv + γsv − γms)︸ ︷︷ ︸
Adhesive toughness: Γad

(4.85)

该结果表明，界面黏附仍可按照其经典定义来描述，即单位面积上移除薄膜与球体的接

触界面，并同时生成薄膜-气体界面与球体-气体界面所需的能量。此外，在 ∆λr =∆W = 0

的条件下，方程(4.85)可进一步简化为：

(N+
r +2γmv)(1− cosθc) = Γad (4.86)

该简化形式对应于表面能的常数化，如考虑表面能对变形的依赖性，即 Shuttleworth效

应，则方程(4.85)中的连续性条件不再成立 [61,105]
，其具体的影响将在后续章节中讨论。

将控制方程(4.84)和边界条件(4.86)纳入第4.4.2节中所给出的求解框架，可对考虑常
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数表面张力的超弹性薄膜与刚性球体的黏附问题进行求解。得到薄膜张力的数值解后，

外荷载拉力由接触线外侧的竖向平衡给出，即

F = 2πrc(N+
r +2γmv)sinϕ(R+

c ) (4.87)

由此得到脱粘过程中外力与位移及接触半径的关系，分别如图4.9(a) 和 (b) 所示。结

果表明，表面张力在增强薄膜刚度方面发挥着类似于预拉伸的作用，较大的表面张力

使薄膜的力学响应趋于刚性化。但无论是超弹性薄膜还是无矩薄膜，脱粘力始终满足

Fc = πΓadRs。

(b)(a)

图 4.9 表面张力对薄膜拉脱行为的影响：(a)不同无量纲表面张力下的力-位移曲线，实线表示
采用精确球体几何形状的 Gent型超弹性薄膜（Jm = 500），虚线表示采用抛物线近似球
体形状的线性无矩薄膜，计算条件为 R f = 2Rs，Γad/(µt0) = 0.2及 λ0 = 1；(b)不同无量

纲表面张力下的力-接触半径曲线

4.6 薄膜黏附接触的有限元分析

本节对薄膜与刚性球体黏附接触体系的压痕及脱粘全过程进行模拟，通过不同的

方式实现了二者之间的黏附接触。在此基础上，讨论了预拉伸、界面黏附及等效模量等

参数对黏附行为的影响。

4.6.1 模拟方法

使用商用软件 ABAQUS2025版本建立有限元模型。首先考虑大变形轴对称薄膜。

为节省计算成本，设置刚性球体为解析刚体，半径为 1 mm。未变形状态下的薄膜为圆

形薄片，初始半径为 3 mm，厚度 1 µm。该薄膜被建模为轴对称可变形部件，采用二

次轴对称壳单元（SAX2）进行均匀网格划分，通过非均匀网格对比（球体半径区域内

设置加密网格）及网格密度变化进行网格无关性验证。薄膜材料参数采用不可压缩的

neo-Hookean固体本构，剪切模量 µ = 2 MPa。模拟分为三个阶段，首先，对薄膜施加

等双轴平面拉伸，变形幅值分别为 5%，10%和 15%。其次，固定薄膜边界，对刚性球

体施加位移边界条件，使其向下移动并与薄膜发生接触。内聚力接触需待界面建立后
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才能激活，在接触半径增大时不产生黏附接触作用，因此下压阶段为无黏附赫兹接触，

但该阶段可建立基准力-位移曲线，从而验证薄膜材料的超弹性大变形响应、单元类型

和网格设置的合理性，以及接触算法的数值稳定性。最后，对刚性球体施加位移边界条

件使其向上移动，在此过程中，通过典型的双线性黏结律（如图4.10(a)所示）模拟界

面黏附。

ABAQUS软件中，双线性黏结律的主要控制参数包括最大界面应力 σmax，初始刚

度系数 K 以及界面黏附能 Γad。本节对薄膜与刚性球之间的无摩擦 JKR型黏附接触进

行模拟，设置无剪切刚度系数 Kss = Ktt = 0，最大界面应力取 σmax ≳ 10 KPa，以触发超

软薄膜的法向破坏并保证脱粘顺利发生。界面黏附能 Γad作为讨论的变量之一，其取值

决定于所讨论的情况。此外，薄膜网格数量为 200时计算已稳定收敛。

Tr
ac

tio
n

Separation

(a) (b)

图 4.10 黏附作用的仿真方法：(a)双线性黏结律内聚力接触模型；(b)范德华相互作用

除采用内聚力模型外，考虑到界面黏附本质上来源于长程分子相互作用（如范德

华力），本文进一步通过子程序直接引入范德华相互作用
[207]
，以更物理的方式描述薄膜

与刚性球体之间的吸引作用，如图4.10(b)所示。作用于球体上的拉力由整个相互作用

区域内的范德华分布力积分得到，其法向分布形式为

pvdW(s) =
8Γad

3z0

[(z0

s

)3
−
(z0

s

)9
]

(4.88)

其中 s为刚性球与薄膜之间的局部间距，z0 为范德华力的平衡间距。该表达式满足平

衡条件

pvdW(z0) = 0 (4.89)

且界面能量满足 ∫ ∞

z0

pvdW(s)ds = Γad (4.90)

因此 Γad直接对应宏观界面黏附能。

在数值实现中，取典型平衡间距 z0 = 1nm。薄膜建模为轴对称可变形结构，采用

线弹性本构关系，杨氏模量 E = 1000GPa，厚度 t = 0.5nm，固定端半径为 1.25µm，刚

性球半径 Rs = 1µm，界面黏附能设为 Γad = 0.1N/m。上述参数量级与石墨烯等二维材
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料相当。进一步估算体系弹性-黏附比可得

λT =
ΓadRs

z0
(
T +

√
ΓadEt

) � 1 (4.91)

表明体系处于 JKR极限区间 [140]
，脱粘过程在物理上属于能量控制型黏附。上式中 T 为

薄膜固定端附加张力，在本部分计算中设置为 0。

4.6.2 结果讨论

首先对大变形薄膜与刚性球体的接触问题中，内聚力接触的模拟结果进行讨论。

图4.11展示了对应于不同预拉伸的模拟结果，界面黏附能固定为 Γad = 0.1µt0，散点和

实线分别对应内聚力接触的有限元仿真结果与大变形框架下的初值问题数值求解。压

痕阶段，数值计算与有限元模拟结果高度一致；脱粘阶段，有限元曲线出现局部跳跃并

迅速回落至数值求解曲线，这是非线性内聚力接触模拟中常见的数值现象，反映了界

面应力和能量的瞬时释放。随着预拉伸的增大，薄膜刚度提升，界面响应更稳定，有限

元脱粘曲线逐渐趋近于连续的 ode数值求解结果。对应于不同的预拉伸，模拟得到的

无量纲脱粘力均满足 F/(πΓadRs)' 1。

(b)

(c) (d)

(a)

图 4.11 不同预拉伸条件的力-位移曲线：(a)-(d)分别对应预拉伸 λ0 = 1, 1.05, 1.1, 1.15。各组
曲线计算条件均为 R f = 3Rs

图4.12展示了预拉伸保持为 λ0 = 1.05条件下，不同界面黏附能对应的模拟结果。实

线为第4.4节初值问题的数值求解曲线。有限元模拟在脱粘阶段同样出现局部跳跃和回
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(b)

(c) (d)

(a)

图 4.12 不同界面黏附能大小的力-位移曲线：(a)-(d)分别对应黏附能 Γad/(µt0) = 0.05, 0.1, 0.15,
0.2。各组曲线计算条件均为 R f = 3Rs

落现象，且界面黏附能越大，该数值波动越明显。尽管如此，对于不同界面黏附能，脱

粘力均符合能量控制的 JKR型规律，即无量纲脱粘力满足 F/(πΓadRs)' 1。

图 4.13 不同泊松比对应的脱粘过程力-位移曲线：实线和散点分别为基于无矩薄膜理论的数值
解和有限元仿真结果

进一步，利用范德华相互吸引模拟线弹性薄膜与刚性球体之间的黏附行为，对线

弹性薄膜的泊松比进行讨论。图4.13给出了仿真结果与无矩薄膜理论计算结果的对比。

对于该薄膜构型，泊松比的变化等效于改变膜的有效面内刚度；泊松比越大，薄膜整体
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响应越硬。模拟结果显示，不同泊松比下的压痕-脱粘曲线与理论解吻合良好。尽管薄

膜刚度发生变化，在 JKR型能量控制黏附条件下，系统的脱粘力并不依赖具体材料参

数，各组结果均满足 F/(πΓadRs)' 1，表明脱粘力由界面能 Γad与几何尺度 Rs所控制，

而与薄膜的弹性常数无关。

4.7 本章小结

本章详细分析了三类轴对称悬浮薄膜与刚性球体的黏附接触问题，得到了统一的

脱粘力形式。首先解析求解了肥皂薄膜的最小曲面方程，参照剥离问题中能量释放率

的概念，定义了肥皂薄膜与刚性球体接触线处的界面黏附。针对无矩薄膜的黏附，基于

严格的总势能变分分析，讨论了接触区域共形接触的几何非线性对脱粘力影响，强调

了 Föppl-von Kármán理论框架下一致性几何非线性描述的重要性。超弹性薄膜黏附体

系中同时存在变形几何非线性与材料非线性。在大变形框架下，同样基于总势能变分

分析，推导了大变形超弹性薄膜黏附体系的平衡方程和自然边界条件，将边值问题转

化为初值问题进行数值求解，讨论了薄膜尺寸、预拉伸等因素对黏附过程薄膜力-位移

曲线及脱粘力的影响。此外，在大变形超弹性薄膜的黏附接触体系下，基于总自由能

最小化原理进一步讨论了常数表面张力对薄膜拉脱行为的影响。通过有限元仿真对薄

膜-刚性球体的压痕、脱粘全过程进行模拟，对于超弹性薄膜，采用内聚力黏度率，讨论

了不同预拉伸和黏附能条件下的黏附接触行为；对于线弹性薄膜，采用范德华相互吸

引作用的直接描述，对不同泊松比（等效模量）的薄膜黏附力学行为进行了模拟。上述

多种条件下，有限元仿真结果与理论计算结果相一致，说明了理论分析的可靠性。通过

对三类代表性薄膜体系的分析，得到了薄膜与刚性球体黏附接触的稳定脱粘力 πΓadRs，

该脱粘力仅与界面黏附能和球体尺寸有关，独立于材料本构和变形描述。
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第五章 非线性弹性薄膜表界面问题的变分理论

5.1 引言

在可变形固体与其他介质的接触问题中，固体弹性与表界面作用的耦合现象已得

到广泛的研究。与液气界面或不同液体之间的接触相比，固体界面的表面弹性性质，即

类似于体弹性的表面本构关系，使得接触问题复杂性大为增加。经典的 Shuttleworth理

论最早阐述了固体材料表面应力的概念，其从热力学概念出发分析了固体表面与液体

表面的区别，并推导了热力学形式的 Shuttleworth方程以描述固体表面能对面积和变形

的双重依赖性
[34]
。在此基础上，Gurtin和Murdoch [208]

建立了表面弹性理论（G-M模型），

将表面能的应变依赖关系推广为张量形式的表面弹性本构，并推导了相应的平衡方程。

表面弹性的力学表征使其在接触力学领域成为可分析的力学效应，例如，在刚体与可

变形体的无黏附接触（Hertz或 Boussinesq接触）问题中，表面张力提供了额外的抵抗

变形的能量，使接触半径、接触深度和应力等发生改变
[209-210]

；在膜基结构的压痕问题

中，表面张力也存在类似的作用
[143]
。

上述研究主要聚焦于表面弹性对材料等效力学性质的影响，对于接触问题，接触

线处的局部力学行为也尤为重要。以润湿问题为背景的接触线研究最为广泛。1996年，

Olives [211] 利用严格的变分方法研究了液滴在边界固定薄板上的润湿问题，体系总能量

包含了依赖于应变的表面拉伸能和表面弯曲能，由此得到修正的杨氏方程，强调了表

面效应导致的拉伸、弯曲变形跳跃。同样考虑拉伸、弯曲及表面弹性，Neukirch等人 [212]

研究了边界自由的薄板与液滴的接触，证明了在该构型下，表面弹性依旧会在接触线处

引发变形不连续性。与此同时，针对软物质与液滴的接触，Weijs等人 [54]
指出软材料接

触线处形成的润湿脊体现了液体表面张力、固体表面应力与体弹性之间的多尺度力学

平衡。Snoeijer等人 [187]
进一步指出，润湿接触线的宏观接触角对应固定接触线的液滴

界面变分，决定液滴整体形状；而微观接触线力学平衡对应接触线位置及固体表面形

变的变分，决定润湿脊形状与局部角度。上述研究详细阐述了与润湿接触线有关的能

量方法与力学理论，但多数针对孤立的接触线；由于平衡方程与接触条件的复杂性，往

往通过解析、半解析方法求解，或通过实验方法验证，很难全面描述接触系统的表面弹

性效应。基于这一问题，Henkel等人 [213]
提出了液滴与软材料的全局耦合理论，该理论

包括两种建模方法，其一为宏观 neo-Hookean模型，结合 Shuttleworth效应，用于分析

非孤立液滴的全场弹性响应；其二为介观的梯度动力学模型，用于揭示 Shuttleworth效

应对水平位移场的显著影响，并可基于此预测液滴在软物质上的扩展或滑动速度。而

针对薄膜的表面弹性接触问题，Liu等人 [61]
从能量变分的物理概念出发，考虑了液滴
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与薄膜的全局耦合变形，阐明了液滴在非线性薄膜上的润湿平衡状态。

然而，在固体接触构型中，关于表面弹性效应的研究仍主要集中于刚体与可变形

基底之间的接触情形
[82,191-192,214-218]

，非线性薄膜变形与界面接触耦合情形下的表面弹性效

应研究较为有限，对不同界面问题在变分框架下的一致性描述亦缺乏理论刻画。基于

此，本章将接触问题的变分方法与表面弹性理论相结合，建立适用于非线性弹性薄膜

表界面问题的变分框架。以刚体与悬浮薄膜之间的黏附接触为典型算例，对该框架下

的力学行为与变分结构进行分析，并讨论其适用范围与一致性特征。本章的结构如下：

第 2节针对包含表面弹性与接触界面的固体体系，给出两种变分形式（场变分与几何

变分）及对应能量变分推导；第 3节以任意形状的刚体-薄膜黏附接触问题为例，阐述

具体接触情境下能量变分的实现过程，推导薄膜体弹性与表面弹性共同作用下的域内

平衡方程及接触线的力学与能量平衡判据，讨论其与断裂及黏附判据的关系，进一步，

从变分结构角度说明固固与固液界面问题的内在一致性；第 4节针对具体的轴对称接

触模型分析表面弹性对悬浮薄膜与刚体脱粘行为的影响；第 5节对全章内容进行总结。

5.2 非线性表面弹性体系的动边界变分框架

(b)

(c)

(a)

virtual 
displacement

图 5.1 含可动边界的固体材料变分示意图：(a)变形体系的变分构型，在给定的平衡构型（蓝
色实线）上对体系施加全变分（同时包含场变分与几何变分），得到的变分构型以橙色

虚线表示，此时积分域发生改变，材料点亦发生虚位移；(b)场变分示意图，在参考构
型下保持积分域不变，仅对场变量施加虚扰动，橙色箭头表示材料点的虚位移分布；(c)
几何变分示意图，在参考构型下保持场变量不变，仅对积分域施加几何扰动，橙色虚线

表示几何变分后重新划定的积分域

对于含可动边界的体系，总变形能可表示为定义在几何域上的能量泛函

E (φ,Ω) =
∫

Ω
W (∇φ)dΩ (5.1)

其中 φ为参考构型到变形构型的映射，Ω为参考构型下体系所占有的几何域，W (∇φ)
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为应变能密度函数。由于能量泛函不仅显式依赖于场变量 φ，同时也依赖于积分域 Ω，

因此其变分应理解为对密度函数与几何域的联合扰动

δE = δφE (φ,Ω)[δφ]+δΩE (φ,Ω)[θ ] (5.2)

其中 δφE (φ,Ω)[δφ]表示在固定几何域上的场变分，反映能量密度随场变量变化引起

的能量改变，如图5.1(b)所示；δΩE (φ,Ω)[θ ]表示由几何域扰动向量场 θ 引起的几何变

分，反映积分域或界面形状变化导致的能量改变，如图5.1(c)所示。

在既有研究中，对体系能量变分的处理方式存在差异。一类工作在严格的力学框

架下，将场变分与几何变分统一纳入变形映射的整体变分，形式紧凑，揭示了构型力与

能量释放率的关系
[181]
；另一类工作从物理场景出发，总能量的变化被解释为材料内部

弹性能变化与界面几何变化所引起的能量变化之和，具有直观的物理意义
[61]
。本节的

分析将二者相结合，明确了两种变分的物理意义，并在连续介质力学框架下给出一般

形式的变分推导。

5.2.1 场变分

本小节推导含表面弹性的固体材料的场变分。为了直观说明能量变化如何随场变

量扰动而产生，首先考虑液体体系作为示例。考虑体积 v ⊂ R3、边界 a = ∂v的液体系

统。液体没有剪切刚度，界面能仅依赖面积，其变形能可表示为

E (x) = γ
∫

a
da(x) (5.3)

上式中 x为液体材料点的位置场，γ 为各向同性均匀表面张力。液体系统总能量还包括

液体内部均匀压力 p引起的外力功，即

Π(x) = E (x)−
∫

v
pdv (5.4)

对应材料点位置场微小扰动 δx的能量变分为

δΠ =−
∫

a
pδx ∙nda+

∫
a
2γH (δx ∙n)da (5.5)

上式中，在压力 p为空间常数的条件下，体积分的变分通过 Reynolds输运定理转化为

边界通量形式。由能量最小化条件 δΠ = 0得到液体界面平衡方程 p = 2γH，即对应于

常数张力表面的 Young-Laplace方程。

与液体不同，固体能储存弹性能，其界面能依赖变形状态，因此需将体与界面分别

建模，将界面视作独立弹性的二维连续体。在参考构型下，固体体积为 B0 ⊂ R3，边界

为规则曲面 ∂B0。设部分表面 S0 ⊂ ∂B0 具有表面弹性，且边界光滑，记为 ∂S0。材料

点在参考构型 B0 和当前构型 B中的位置分别为 X和 x = φ(X)，其中 φ : B0 → B为变

形映射，相应的体变形梯度定义为

F = ∇φ (5.6)
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边界材料点随体变形共同运动，表面变形映射由体变形在边界上的限制给出：

φs :=φ|∂B0 , φs : ∂B0 →φ(∂B0) (5.7)

在参考表面 S0上，引入单位法向 N，并定义切向投影算子 Is = I−N⊗N。表面梯度算

子可表示为三维梯度在切空间上的投影，即 ∇s( ∙) = Is∇( ∙)，相应的表面变形梯度为

Fs = ∇sφ (5.8)

该定义保证表面变形仅描述沿表面切向的几何变化。

固体的变形能包括体弹性能和表面弹性能

E = Eb +Es =
∫

B0

Wb(F)dV +
∫

S0

Ws(Fs)dA (5.9)

上式中Wb和Ws分别表示体和表面弹性能量密度。总能量还包括外力势能，即

Π = E −
∫

B0

φ ∙bdV −
∫

∂B0

φ ∙sdA (5.10)

上式中 b和 s分别表示作用在固体上的体积力和表面力。

对应于材料点的虚位移 δφ，固体变形能的场变分可定义为

δφE [φ;δφ] =
d
dι

E [φ+ ιδφ]
∣∣∣∣
ι=0

(5.11)

该变分与流体体系的位移扰动变分类似，描述虚位移引起的能量增量。由于体和表面

弹性能实际上依赖于体和表面变形梯度 F和 Fs，可通过链式法则将位移形式的场变分

转化为梯度形式：

δφEb =
∫

B0

∂Wb

∂F
: δFdV, δφEs =

∫
S0

∂Ws

∂Fs
: δFs dA (5.12)

将第一 Piola-Kirchhoff应力张量 P = ∂Wb/∂F及局部应变梯度增量 δF = ∇δφ代入体弹

性场变分 δφEb，得到

δφEb =
∫

B0

(P : ∇(δφ))dV

=−
∫

B0

δφ ∙(∇ ∙P)dV +
∫

∂B0

δφ ∙(P ∙N)dA
(5.13)

上式应用了散度定理，N指示边界表面 ∂B0上的外法向。将第一 Piola-Kirchhoff表面张

力 Ps = ∂Ws/∂Fs及表面变形梯度增量 δFs = ∇sδφ代入表面弹性能的场变分 δφEs，得

到

δφEs =
∫

S0

(Ps : ∇s(δφ))dA

=−
∫

S0

δφ ∙(∇s ∙Ps)dA+
∫

∂S0

δφ ∙(Ps ∙M)dL
(5.14)

其中 ∇s ∙( ∙)表示表面散度算子，M为边界 ∂S0上曲面切平面内的外法向。

δφ所引起的外力势能变分可直接计算为 −
∫

B0
δφ ∙bdV −

∫
∂B0

δφ ∙sdA，将其与方
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程(5.13)、(5.14)叠加，得到总能量的一阶变分表达式

δΠ =−
∫

B0

δφ ∙
(
∇ ∙P+b

)
dV +

∫
∂B0\S0

δφ ∙
(
P ∙N−s

)
dA+

∫
S0

δφ ∙
(
P ∙N−s

)
dA

−
∫

S0

δφ ∙
(
∇s ∙Ps)dA+

∫
∂S0

δφ ∙(Ps ∙M)dL
(5.15)

将该变分表达式代入能量最小化条件 δΠ = 0可得系统的平衡条件。

首先，由体积分项可得参考构形下的体内平衡方程

∇ ∙P+b= 0 in B0 (5.16)

其次，在不具有表面弹性的边界 ∂B0 \S0上，由边界积分项得到力边界条件

P ∙N = s (5.17)

对于具有表面弹性的边界部分 S0 ⊂ ∂B0，体应力给出的牵引与表面应力的散度共同参

与力的平衡，有

P ∙N−∇s ∙Ps = s on S0 (5.18)

最后，在表面边界曲线 ∂S0上，由线积分项得到表面边界条件

Ps ∙M = 0 (5.19)

其中假定表面边界上不存在线力作用。

以上内容给出了固体材料体弹性与表面弹性共同作用的一般性分析框架。特别地，

在无外加表面力的情况下，将方程(5.18)推到当前构型，可得到欧拉形式的边界平衡条

件

σ ∙n = ∇s ∙Υ (5.20)

式中 σ 和 Υ分别是体柯西应力与表面柯西应力，n为当前构型中的单位外法线向量。

当体柯西应力退化为各向同性的均匀正压力 pI，而表面柯西应力退化为各向同性的均

匀表面张力 γ Is，方程(5.20)即退化为流体界面的 Young-Laplace方程。

5.2.2 几何变分

与场变分不同，几何变分关注的是积分域或界面形状的变化。仍首先考虑体积 v ⊂
R3、边界 a = ∂v的液体系统，其总能量为方程(5.4)。设界面沿法向发生微小扰动

x 7→ xι = x+ ι ω(x)n(x) (5.21)

其中 ι 为小参数，ω 为定义在界面上的光滑标量函数，n为单位外法向。该扰动使流体

表面的薄层体积发生变化，根据扫掠体积的几何计算公式，有

δ
∫

v
pdv =

∫
a

pω da (5.22)
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根据曲面几何基本公式，流体面积元的变化满足

δ
∫

a
da =

∫
a
2Hωda (5.23)

基于总自由能最小化条件，流体界面扰动变分依旧得到 Young-Laplace 方程 p = 2γH。

可以看到，在液体体系中，几何变分与场变分在一阶变分意义下是等价的。这种等价性

来源于体积分在域变形下的变分可通过 Reynolds输运定理转化为边界通量项，从而与

界面形变的贡献相统一。

连续介质力学中，形状微分理论用于刻画泛函对几何域或界面变化的敏感性，其

中，Hadamard形状导数 [219]
将几何变化引入能量泛函的参数化表达，通过求导将几何

扰动映射为能量的一阶响应，为几何变分的推导提供了基本框架。在固体体系中，能量

泛函既可能定义在体积域，也可能定义在边界表面，因此几何变分需要分别考虑三维

（体积）和二维（表面）积分的扰动贡献。首先以体弹性能泛函 Eb =
∫

B0
Wb(F)dV 为例

推导三维几何积分。对体积域 B0 ⊂ Rd 引入扰动映射

Ψι(X) = X+ ιθ(X), ι → 0 (5.24)

扰动后的域为

Bι = Ψι(B0) (5.25)

形状导数定义为

δΩE (B0)(θ) =
d
dι

∫
Bι

Wb(F)dv
∣∣∣
ι=0

(5.26)

利用变量替换，可以将积分写为∫
Bι

Wb(F)dv =
∫

B0

Wb(F) det(∇Ψι(X))dV (5.27)

其中 ∇Ψι = I+ ι ∇θ+o(ι)，且 det(∇Ψι) = 1+ ι ∇ ∙θ+o(ι)。将积分一阶展开得到∫
Bι

Wb(F)dv =
∫

B0

Wb(F)dV + ι
∫

B0

(
∇Wb(F) ∙θ+Wb(F)∇ ∙θ

)
dV +o(ι) (5.28)

将其代入定义式(5.26)得到几何变分

δΩE (B0)(θ) =
∫

B0

Wb(F)∇ ∙θdV (5.29)

在此过程中只考虑几何扰动对变分的影响，材料变形统一在场变分中考虑，因此，变分

过程中能量密度项和 ∇Wb(F)项不属于几何扰动贡献。方程(5.29)可进一步通过散度定

理处理，从而得到体积模式的最终形状导数

δΩE (B0)(θ) =
∫

∂B0

Wb(F)(θ ∙N)dA (5.30)

由此可以看出，体积泛函在形状扰动下的贡献最终归结为边界法向移动。

类似地，以表面弹性能泛函 Es =
∫

S0
Ws(Fs)dA为例讨论二维几何变分。对参考构型
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中的曲面 S0 ⊂ Rd 引入扰动映射 Ψι(X) = X+ ι θ(X)，扰动后曲面为 Sι = Ψι(S0)，对应

形状导数为

δΩEs(S0)(θ) :=
d
dι

∫
Sι

Ws(Fs)da
∣∣∣
ι=0

(5.31)

参考构型下的面积元变化可以写为

da = (1+ ι ∇s ∙θ)dA+o(ι) (5.32)

其中 ∇s ∙θ为曲面散度。对参考域的积分计算形状导数，得到

δΩEs(S0)(θ) =
∫

S0

Ws(Fs)(∇s ∙θ)dA (5.33)

几何扰动 θ 可分解为面内切向分量 θ‖ 和法向分量 θN。法向扰动对面积元的一阶变化

由曲率控制：

∇s ∙θN = (θ ∙N)∇s ∙N = 2H (θ ∙N) (5.34)

其中，H 为固体表面平均曲率。切向扰动 θ‖仅沿曲面滑动，不改变面积元 dA，其贡献

通过曲面散度定理转化为边界积分：∫
S0

∇s ∙(Ws(Fs)θ‖)dA =
∫

∂S0

Ws(Fs)(θ‖ ∙M)dL (5.35)

其中 M 为参考构型中的面内外法向量，上式推导中使用了乘法法则 Ws(Fs)(∇s ∙θ‖) =

∇s ∙(Ws(Fs)θ‖)−∇sWs(Fs) ∙θ‖。将方程(5.34)与(5.35)代回(5.33)，得到二维几何变分的最

终形式

δΩ

∫
S0

Ws(Fs)dA =
∫

S0

2H Ws(Fs)(θ ∙N)dA+
∫

∂S0

Ws(Fs)(θ‖ ∙M)dL (5.36)

该方程中，薄膜能量对几何域的一阶响应被分解为法向扰动引起的曲率面积积分，以

及边界移动引起的边界积分，是 Hadamard形状导数在薄膜构型的具体体现。

综上，场变分揭示了体弹性与表面弹性的应力分布规律；几何变分则说明了边界

扰动如何驱动能量变化。在含有可动边界的固体体系中，这两类变分互为补充，共同构

建能量最小化框架。基于此，本章接下来将建立适用于大变形薄膜与不同介质黏附接

触的能量变分理论，同时考虑薄膜体弹性、表面弹性及界面几何约束，实现对应力分布

和界面驱动力的全面描述。

5.3 非线性表面弹性薄膜的接触与界面平衡

本节首先以任意形状薄膜与刚体黏附接触问题为背景，建立考虑表面弹性的薄膜

接触问题能量分析框架。结合第5.2节推导的场变分与几何变分方法进行能量变分计算，

从而得到体系的平衡方程与自然边界条件。在此基础上，基于悬浮薄膜润湿模型和弹

性润湿模型说明该理论在薄膜与不同介质接触场景下的普适性。
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5.3.1 薄膜-刚体接触的能量变分

本小节讨论图5.2所示的任意形状薄膜-刚体接触问题，包含薄膜大变形与表面弹性，

通过能量最小化方法进行推导。考虑足够薄的薄膜与刚体的接触，薄膜可以承受任意

大的拉伸变形，弯曲效应可忽略，薄膜中面可作为代表性平面，用于描述薄膜变形及相

关物理量。标记物质点在参考构型与当前构型中的位置向量分别为 X和 x = φ(X)，φ

为变形映射，由此得到表面变形梯度张量 F = ∂x/∂X。记薄膜与刚体的接触区域为 I，

非接触区域为 O，对应参考构型中的接触区域与非接触区域分别为 I0和 O0，如图5.2所

示。定义薄膜的初始状态为无刚体接触，可以平坦或具有一定的曲率，但曲率必须连

续，如图5.2(a)。

(a) (b)

图 5.2 薄膜-刚体接触变形示意图：(a)参考构型；(b)当前构型

薄膜接触体系的总自由能包括体弹性能及薄膜与其他介质接触的界面能，界面能

被建模为作用于薄膜上下表面的零厚度界面，参考构型中的界面能密度记为 Γ(F)。本

小节以悬浮薄膜与刚性固体的接触为例进行能量分析，薄膜接触区域上下两侧界面能

分别为 Γms(FI)和 Γmv(FI)，非接触区域上下两侧界面能均为 Γmv(FO)，FI和 FO分别是

接触区域和非接触区域的变形梯度张量，下标 m，s，v分别对应薄膜，固体及空气。由

于薄膜足够薄，可将三维体弹性能量密度Wb(F)与参考构型厚度 t0 相乘，得到等效的

薄膜弹性能密度W (F) = t0Wb(F)。由此，系统的总自由能可在参考构型中计算为

Π =
∫

I0

[W (FI)+Γms(FI)+Γmv(FI)]dA+
∫

O0

[W (FO)+2Γmv(FO)]dA

+ γs(Arig − aI)−
∫

I
p ∙(φ−φrig)da

(5.37)

上式中，γs 为刚体的表面能密度，Arig 为刚体总表面积，aI 为变形后接触区域的面积。

Π中最后一项是用于描述刚体与薄膜之间共形接触的 Lagrange乘子项，p为 Lagrange

乘子，φrig是刚体表面在当前构型中的空间位置向量。

薄膜-刚体体系的平衡构型通过最小化总自由能得到，其必要条件是 δΠ = 0。方
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程(5.37)的第一行是体系弹性应变能，记为 E，根据方程(5.14)可计算其场变分：

δφE =−
∫

I0

δφ ∙ [∇s ∙(P+Ps
ms +Ps

mv)] dA+
∫

∂ I0

δφ ∙ [(P+Ps
ms +Ps

mv) ∙MI]dL

−
∫

O0

δφ ∙ [∇s ∙(P+2Ps
mv)] dA+

∫
∂O0

δφ ∙ [(P+2Ps
mv) ∙MO]dL

(5.38)

上式中，P表示第一 Piola-Kirchhoff薄膜张力，Ps
mv和 Ps

ms分别表示薄膜-空气界面与薄

膜-刚体界面的第一 Piola-Kirchhoff表面张力，MI和MO分别为参考构型中接触区域和

非接触区域在接触线边界的外法向量。根据第一 Piola-Kirchhoff 张力与当前构型中柯

西张力（薄膜张力N 与表面张力Υ）的关系

P = JNF−T , Ps = JΥF−T (5.39)

及 Nanson公式 [29] mdl = JF−T MdL，可将场变分前推至当前构型

δφE =−
∫

I
δφ ∙ [∇s∗ ∙(N +Υms +Υmv)] da+

∫
∂ I

δφ ∙ [(N +Υms +Υmv) ∙mI]dl

−
∫

O
δφ ∙ [∇s∗ ∙(N +2Υmv)] da+

∫
∂O

δφ ∙ [(N +2Υmv) ∙mO]dl
(5.40)

上式中，∇s∗ 为当前构型下的表面梯度算子，mI和mO分别是变形后薄膜表面接触区域

和非接触区域的外法线单位向量。

接下来考虑薄膜接触区域与非接触区域之间的转变所引起的几何变分，记参考构

型中接触线的位置变化为 ∆Xc，其物理意义为曲面上接触区域与非接触区域的重新划

分，即标记材料点属于接触或非接触区域，并非薄膜的空间形变，因此满足 ∆Xc ∙N = 0。

根据方程(5.36)，有

δΩE =
∫

∂ I0

[W (FI)+Γms(FI)+Γmv(FI)] (∆Xc ∙MI)dL

+
∫

∂O0

[W (FO)+2Γmv(FO)] (∆Xc ∙MO)dL
(5.41)

结合 Nanson关系对边界几何量的转换，上式可映射到当前构型

δΩE =
∫

∂ I
[w(FI)+ γms(FI)+ γmv(FI)] mI ∙(FI ∙∆Xc)dl

+
∫

∂O
[w(FO)+2γmv(FO)] mO ∙(FO ∙∆Xc)dl

(5.42)

以上给出了总自由能中弹性应变能的变分。下面将对薄膜-刚体体系在扰动作用下，

总自由能中的其余项进行变分分析。对于共形接触的约束项

−
∫

I
p ∙(φ−φrig)da (5.43)

Lagrange乘子的变分 δp恢复共形接触条件 φ=φrig，而材料变形 δφ对应变分

−
∫

I
p ∙δφda (5.44)

对于刚体在空气中的表面能项 γs(Arig − aI)，其变分来源于当前构型中接触区域面积的
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变化，记当前构型中接触线位置的变分为 δxc，则对应的面积变分为

γs

∫
c
δxc ∙msdl (5.45)

上式中，ms 为接触线处沿刚体表面切向的单位方向向量，积分区域 c表示当前构型中

的接触线，由于接触区域与非接触区域无重叠，有 ∂ I = ∂O = c。

将方程(5.42)，(5.40)，(5.44)及(5.45)合并，得到总自由能变分 δΠ的完整表达式

δΠ =−
∫

I
δφ ∙ (∇s∗ ∙τI +p) da−

∫
O

δφ ∙ (∇s∗ ∙τO) da

+
∫

c
δxc ∙γsmsdl +

∫
c
δφI,c ∙τI ∙mIdl +

∫
c
δφO,c ∙τO ∙mOdl

+
∫

c
eImI ∙(FI ∙∆Xc)dl +

∫
c
eOmO ∙(FO ∙∆Xc)dl

(5.46)

上式中，τI和 τO分别为接触区域和非接触区域的薄膜总张力，定义为

τI(FI) =N(FI)+Υms(FI)+Υmv(FI), τO(FO) =N(FO)+2Υmv(FO) (5.47)

eI和 eO分别为变形构型中接触区域和非接触区域的薄膜总能量密度，定义为

eI(FI) = w(FI)+ γms(FI)+ γmv(FI), eO(FO) = w(FO)+2γmv(FO) (5.48)

上式中，薄膜弹性能密度与表面弹性能密度均由参考构型中的对应能量密度经面积变换

关系获得，分别表示为w=W/J和 γ = Γ/J。J为薄膜中面的面积伸长比，通过 J =
√

FT F

计算。

需要注意的是，在方程(5.46)中，接触线处的位置变分 δxc，δφI,c及 δφO,c并不是

独立的，其存在几何关系

δxc = δφI,c +FI ∙∆Xc = δφO,c +FO ∙∆Xc (5.49)

如图5.3所示。

图 5.3 接触线处位置变分的几何关系：实线为任意变形状态，虚线为变分构型
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将方程(5.49)代入方程(5.46)，得到

δΠ =−
∫

I
δφ ∙ (∇s∗ ∙τI +p) da−

∫
O

δφ ∙ (∇s∗ ∙τO) da

+
∫

c
δxc ∙ (γsms +τI ∙mI +τO ∙mO)dl

+
∫

c
[(eImI −τI ∙mI) ∙FI +(eOmO −τO ∙mO) ∙FO] ∙∆Xc dl

(5.50)

该方程即为薄膜-刚体接触体系的总自由能变分完整形式，将其代入 δΠ = 0可分别导

出区域内的平衡方程以及接触线处的自然边界条件。具体地，方程第一行所包含的面

积域积分对应薄膜的变形平衡方程，在接触域 I上，薄膜变形满足平衡方程

∇s∗ ∙τ I +p= 0 (5.51)

在非接触区域 O上，薄膜变形满足平衡方程

∇s∗ ∙τO = 0 (5.52)

上述平衡方程均可分解为沿变形曲面法向与切向的分量，分别对应薄膜的面外平衡方

程（在轴对称情形下，形式同 (4.55)）与面内平衡方程（在轴对称情形下，形式同 (4.57)）。

方程(5.46)的后两行刻画了接触线处的平衡条件，其具体表达依赖于接触类型。在

第5.3.2节与第5.3.3节中，将以该方程为基础，分别对薄膜-刚体接触线处的平衡关系，以

及含固液界面的薄膜变形接触线平衡进行讨论。

5.3.2 薄膜-刚体接触线的平衡条件与能量判据

首先考虑薄膜与刚体之间的无摩擦黏附接触情形，此时接触线位置在当前构型与

参考构型中均可发生变化，即满足 δxc 6= 0、∆Xc 6= 0，且二者相互独立（δxc 6= ∆Xc）。

将上述条件代入方程(5.46)，并对当前构型中接触线位置的变分 δxc进行分析，可得到

接触线处的张力平衡条件

γsms +τI ∙mI +τO ∙mO = 0 (5.53)

该关系在结构上类似于液体接触体系的 Neumann定律，但界面张力包括薄膜拉伸张力、

薄膜表面张力以及刚体表面张力的共同作用。

进一步地，对参考构型中接触线位置的变分 ∆Xc 进行分析，可得到接触线处的广

义能量平衡关系

(eImI −τI ∙mI) ∙FI +(eOmO −τO ∙mO) ∙FO = 0 (5.54)

该方程来源于参考构型中接触区域与非接触区域的重新分配，刻画了接触线发生几何

扰动时系统自由能的变化。组合项 (em−τ ∙m)与变形梯度 F共同表征单位接触线在材

料空间中推进所对应的构型驱动力。该表达由能量密度项与应力功项之差构成，在结构
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上对应于 Eshelby型能量-动量张量 [220-222]
在参考构型下的投影向量。因此，方程(5.54)可

视为块体材料中 Eshelby构型力守恒在二维薄膜界面问题中的推广。进一步地，在断裂

问题中，界面在材料构型中的推进对应于裂纹前沿的扩展，该能量平衡关系随之退化

为经典的 Griffith判据，即裂纹扩展时能量释放率与材料断裂韧度之间的平衡关系。

而在黏附或剥离问题中，界面在参考构型中的推进对应于接触区域的扩展或收缩。

此时，上述能量驱动力可分解为薄膜弹性能的释放与界面能的变化，分别对应于能量

释放率 G与界面黏附能 Γad。在平衡条件下，该关系进一步退化为经典的黏附判据，即

G = Γad (5.55)

表明接触线推进的驱动力与界面黏附能之间达到平衡。

(a) (b)

图 5.4 接触线局部剥离示意：(a)薄膜与平面刚体的剥离；(b)悬浮薄膜与曲面刚体的剥离

在具体的刚体-薄膜黏附接触体系中，为了将上述 G = Γad 的判据落实为可计算的

表达式，需要显式表达能量释放率和界面黏附能。在黏附（或剥离）过程中，沿接触线

的能量释放率 G可理解为接触线沿剥离面发生微小推进时体系总能量的变化。图5.4(a)

和 (b)分别对应于薄膜在平面与曲面的剥离状态。尽管接触界面的几何形状不同，其能

量释放率的概念及判据形式具有一致性。在剥离临界状态下，接触区域薄膜处于张力

状态 τ I，但仍与刚体保持接触，其能量变化来源于薄膜整体变形的调整；非接触区域

的薄膜张力 τO则在接触线推进过程中提供能量。同时，刚体表面能 γs沿剥离方向形成

约束作用，限制接触线的移动。因此，可利用接触线处的力平衡关系(5.53)将接触区域

张力项改写为非接触区域张力与刚体表面能的组合，并代入(5.54)得到

τO
mM(FO

mM −FI
mM ∙ cosθc)+FI

mM(eI − γs)−FO
mMeO = 0 (5.56)

上式中，θc 为薄膜与刚体之间的接触角，即接触线处非接触区域切向与刚体表面切向

的夹角，如图5.4所示，其满足几何关系 cosθc = −mI ∙mO。τmM 和 FmM 分别为薄膜张

力和变形梯度张量沿剥离方向的分量，满足 τmM = m ∙τ ∙M，FmM = m ∙F ∙M。上式将接

触区域与非接触区域的能量平衡条件转化为为沿剥离方向的能量判据。

例如，考虑纯弹性薄膜，则界面黏附能密度满足 Γ = γs，且在剥离过程中拉伸应变

连续，即 FO
mM = FI

mM，对应薄膜能量密度 e仅包含弹性能，且在接触线两侧相等。将上
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述条件代入(5.56)，得到

τO
mM(1− cosθc) = γs (5.57)

该方程即为经典 Kendall剥离模型的接触线能量判据。

上述推导等效于在方程(5.49)中设置 δφI,c = 0，即在接触区不对场变量施加独立变

分，仅考虑接触线沿材料界面的微小推进。需要注意，该关系在无摩擦（接触线位置

Xc 6= xc）和无滑移（接触线位置 Xc = xc）的情况下均成立，因此形如(5.56)的能量判据

在两种类型的黏附接触中均适用。

5.3.3 固液界面参与的接触线平衡

尽管第5.3.1节针对薄膜-刚体接触体系，其推导实质上源于系统自由能对几何与场

变量的变分响应，因而在形式上不依赖具体界面类型或能量来源，具有普适性。在其他

接触模式下，仅需调整自由能各项的表达，即可通过相同的变分过程得到相应的平衡

方程与边界条件。基于此，以下对含固液界面的接触体系进行简要分析。

悬浮薄膜上的液滴润湿是典型的固液接触问题。液滴可自由变形，因此总自由能中

需引入体积守恒约束，而不再满足共形接触条件。由于液体接触线既可自由形变，又伴

随材料重新分布，其在当前构型与参考构型中的变分均不为零且相互独立，即 δxc 6= 0、

∆Xc 6= 0且 δxc 6= ∆Xc。基于能量变分可得到接触线处的张力与能量平衡关系，形式分

别对应式(5.53)与(5.54)。在液体体系中，接触线推进对应不同界面之间的物质重新分

配，因此能量平衡条件可等价表述为界面间化学势守恒
[54-55]
。

此外，上述能量变分方法也可推广至同时包含固体接触界面与固液界面的薄膜体

系。例如，在考虑薄膜表面弹性的弹性润湿问题中，薄膜包覆液滴并与基底接触，其总

自由能可表示为

Π =
∫

I0

[
W (FI)+Γml(FI)

]
dA+

∫
O0

[
W (FO)+Γms(FO)

]
dA+ γls aI +p(V −V0) (5.58)

其中，表面能密度 Γml、Γms和 γls分别对应薄膜-液体界面、薄膜-基底界面以及液体-基

底界面，aI 为变形构型中液滴-基底界面的面积，参考构型中的区域 I0 和 O0 分别对应

薄膜包覆液滴的接触区域，以及薄膜与基底相接触的区域。由于该体系与薄膜-刚体接

触体系存在物理机制的内在一致性，因此可不进行详细的场变分和几何变分推导，而

直接通过方程(5.50)给出平衡方程和接触线条件。具体地，在 I0区域，薄膜的变形平衡

方程与(5.51)相一致，其中 p为液体压力。接触线上，液体-基底接触界面类似于刚体暴

露在空气中的表面，前者限制了接触线向外扩展，后者限制了薄膜的剥离；对于其他

两个固体接触界面，薄膜拉伸作用与表面弹性作用共同参与力的平衡与能量平衡。此

外，薄膜-基底接触形式的变化带来了接触线处约束的多样性，其与弹性毛细作用的耦

合导致了不同的接触角，如表5.1第三栏所示 [181]
，本小节将表面弹性引入，对接触角产
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生了进一步的修正，见表5.1第四栏。表中 Nr,I 和 Nr,O 表示接触线两侧径向弹性拉伸张

力，τr,I和 τr,O为接触线两侧含固液表面张力的总张力，λr,I为液体接触区域径向伸长比，

γms
0 与 γml

0 为零应变状态的初始固体表面能，对应于薄膜-基底界面和薄膜-液体界面。

表 5.1 薄膜表面弹性对润湿接触线和接触角的影响

Adhesive Slippery

接触示意

变分约束 ∆R0 = δ r0 6= 0 ∆R0 6= δ r0 6= 0

接触角 cosϕ0 =
γms

0 − γls +Nr,Iλr,I −W (FI)

Nr,I + γml
0

cosϕ0 =
γms

0 − γls +Nr,O

Nr,I + γml
0

表面弹性
影响

cosϕ0 =
γms

0 − γls + τr,Iλr,I − (W (FI)+Γml)

τr,I

cosϕ0 =
τr,O − γls

τr,I

以上讨论了本节中提出的非线性表面弹性薄膜理论在不同接触构型下的表现形式

与普适性。接下来，针对悬浮薄膜与刚性球体接触的情形，对非线性表面弹性的具体影

响进行分析。

5.4 表面弹性对薄膜脱粘行为的影响

5.4.1 数值求解框架

本节基于第5.3节中薄膜-刚体的黏附接触理论，讨论薄膜表面弹性对脱粘力的影

响。选取超弹性薄膜与刚性球体的轴对称、无摩擦接触作为典型模型进行研究，该黏附

接触模型的研究框架已在第4.4节中给出，但由于表面弹性的引入，体系的控制方程与

边界条件都有所改变。薄膜-刚性球体的接触变形过程与第4.4节的描述一致，包括初始

的无接触状态，无黏附接触的下压过程，以及薄膜非线性变形与界面黏附力共同作用

的脱粘过程，具体过程示意及物理标识（如薄膜半径 R f、预拉伸 λ0等）可参照图4.6。

针对轴对称接触模型，薄膜全域的变形平衡方程(5.51)和(5.52)沿法向分量的投影

对应面外平衡方程

r′z′′− z′r′′(
r′2 + z′2

)3/2 τr +
z′

r
(
r′2 + z′2

)1/2 τθ + pH (Rc −R) = 0 (5.59)
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沿切向分量的投影对应面内平衡方程

dτr

dR
+

r′(τr − τθ )

r
= 0 (5.60)

以上平衡方程中，τr 和 τθ 是薄膜张力 τ 的径向与环向分量，即 τ = τrmM+ τθ tT。

根据方程(5.47)，薄膜张力 τ 由弹性张力N 和表面张力Υ共同组成，其中弹性张

力仍采用不可压缩的 neo-Hookean本构关系，因此，径向和环向弹性张力的表达形式同

方程(4.71)。针对表面张力，本节也采用 neo-Hookean本构关系，在变形构型中，表面

弹性密度为

γ =
µs

2J

(
I1 −3+

1
J2

)
+ γ0 (5.61)

上式中，I1 = λ 2
r +λ 2

θ 为薄膜变形的第一不变量，J = λrλθ 为轴对称薄膜的表面积变化

率，γ0 为零应变状态下的表面能密度，µs 为表面剪切模量。参考构型中的表面能密度

通过 Γ = γJ计算，由此得到表面柯西张力

Υ= ϒrmM+ϒθ tT =

(
γ0 +µs λ 4

r λ 2
θ −1

λ 3
r λ 3

θ

)
mM+

(
γ0 +µs λ 2

r λ 4
θ −1

λ 3
r λ 3

θ

)
tT (5.62)

该表面张力不仅以类似常数表面张力的形式出现在面外平衡方程中，还由于表面剪切

模量的存在，与面内变形产生耦合，从而进入面内平衡方程。

在求解中，仍将平衡方程转化为一阶常微分方程组(4.64)进行求解，其包括待解参

量 {λθ ,z,ϕ ,λr}。其中，λθ 和 z的一阶微分来自于几何关系，表面弹性不会对其造成影

响，而 ϕ 和 λr 分别来自面外和面内平衡方程，考虑表面弹性后，有

dϕ
dR

=
pH (Rc −R)Rλθ λr −λrτθ sinϕ

Rλθ τr
dλr

dR
=

λr(τθ − τr)cosϕ −λθ (∂τr/∂λθ )(λrcosϕ −λθ )

Rλθ (∂τr/∂λr)

(5.63)

本节直接使用接触线位置变分所推出的张力平衡条件(5.53)及能量平衡条

件(5.54)作为接触线条件进行求解，其等效于能量判据与变形（非）连续性条件（见

第四章）或张力平衡条件
[102]
的组合。针对刚性球体与薄膜的接触模型，在接触线处，

方向向量满足几何关系mI =−ms，mI ∙mO =−cosθc，由此可将(5.53)改写为标量方程

(µt0 +µmv +µms)

(
λr,I

λθ
− 1

λ 3
r,Iλ

3
θ

)
+ γmv

0 + γms
0 − γs

−

[
(µt0 +2µmv)

(
λr,O

λθ
− 1

λ 3
r,Oλ 3

θ

)
+2γmv

0

]
cosθ = 0

(5.64)

轴对称框架下，接触线处的变形梯度张量可表示为

FI = λr,ImIMI +λθ tT, FO =−λr,OmOMI +λθ tT (5.65)

上式中，λr,I 和 λr,O 分别为接触线内侧和外侧的径向拉伸比。上式应用了接触线处的
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环向变形连续性条件 λθ ,I = λθ ,O 及方向向量的几何关系
[61] tI = tO = t，TI = TO = T及

MI =−MO。将(5.65)代入(5.54)得到标量方程

λr,I(er,I − τr,I)−λr,O(eO − τr,O) = 0 (5.66)

上式中，τr,I 与 τr,O 分别是接触线内侧和外侧的径向薄膜张力。变形构型中，薄膜弹性

能密度可通过方程(4.70)经过 w = (Wbt0)/J的转换得到：

w =
µt0
2

(
λr

λθ
+

λθ
λr

+
1

λ 3
r λ 3

θ
− 3

λrλθ

)
(5.67)

将方程(5.67)，(5.61)，(5.62)及(4.71)代入(5.66)，得到

µt0

[
λ 2

r,O −λ 2
r,I +

3
λ 2

θ

(
1

λ 2
r,I
− 1

λ 2
r,O

)]
−

[
(µmv +µms)

(
λ 2

r,I −
3

λ 2
r,Iλ

2
θ
−λ 2

θ +3

)

−2µmv

(
(λr,O)

2 − 3
λ 2

r,Oλ 2
θ
−λ 2

θ +3

)]
= 0

(5.68)

上式中，µ 为薄膜弹性剪切模量，µmv 与 µms 分别表示薄膜-空气界面与薄膜-刚体界面

的表面剪切模量。对于纯弹性薄膜，µmv = µms = 0，该方程的唯一解为接触线两侧的径

向拉伸连续，即 λr,I = λr,O。当 µmv = µms 6= 0时，该连续性条件依然保持成立。

方程(5.64)、(5.68)结合自然边界条件(4.65)及接触线变形条件(4.66)中的高度项，构

成了求解所需要的边界条件。通过薄膜等效剪切刚度 µt0和固定端半径 R f 对体系进行

无量纲化，对于张力参量，有

µ̄mv =
µmv

µt0
, µ̄ms =

µms

µt0
, γ̄mv

0 =
γmv

0
µt0

, γ̄ms
0 =

γms
0

µt0
, γ̄s =

γs

µt0
(5.69)

通过打靶法求解得到薄膜变形与应力场后，薄膜与刚性球体之间的脱粘力仍通过接触

线处竖直方向力的平衡得到：

F = 2πrcτ+r sinϕ(R+
c ) (5.70)

对于黏附问题，需要重点讨论的依旧是薄膜-刚性球体的平衡状态及脱粘力，为此，这

里给出轴对称框架下方程(5.56)所对应的能量判据：

G = τr,O (1− cosθc)+ τstrain
r,O

(
λr,O

λr,I
−1
)
+ estrain

I − estrain
O

λr,O

λr,I
= Γad (5.71)

上式中，界面黏附能沿用第四章中的定义，即 Γad = γs+γmv
0 −γms

0 。在这种定义下，所有

与变形相关的量均包含在能量释放率的表达式中，上标 strain表示该物理量的可变（应

变依赖）部分，与常数项（γmv
0 等）相区分。

接下来考虑表面弹性效应对薄膜-刚性球体黏附接触体系平衡状态及脱粘力的影

响。由方程(5.61)可知，体系的关键参数为表面剪切模量 µs与零应变状态下的常数表面

能密度 γ0。其中，γ0的作用已在第4.4节中详细讨论，数值计算结果表明其效果类似于预
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张力，不会改变宏观脱粘力的大小。因此，本节主要讨论对称表面弹性效应 µms = µmv

及非对称表面弹性效应 µms 6= µmv，其中“对称”是指薄膜在不同界面上的表面弹性响

应相同，即拉伸或剪切引起的界面能变化一致。

5.4.2 预拉伸条件下的表面弹性效应

研究表明，在薄膜发生较大变形时，系统物理量可在一定条件下得到简化
[102]
。基

于这一认识，下面在预拉伸条件下对薄膜的表面弹性效应进行进一步讨论。首先考虑

对称表面弹性效应的影响，如图5.5所示。这种情况下，表面剪切模量的作用机制与常

数表面张力（见图5.5(a)）一致，正的表面模量通过提高薄膜的等效刚度抑制其变形，相

比较纯弹性的情况（图中虚线），薄膜脱粘点的变形高度被限制，但脱粘力的大小并未

发生改变。

(a) (b)

图 5.5 不同预拉伸下，对称表面弹性对脱粘力-位移曲线的影响：(a)常数表面张力 γ̄mv
0 = γ̄ms

0 =

0.5的影响；(b)对称表面剪切模量 µ̄mv = µ̄ms = 0.5的影响。设置 Rs = R f /2，Γ̄ad = 0.5，
虚线对应常数表面张力及表面弹性模量均为 0

(a) (b)

图 5.6 非对称表面弹性条件下，预拉伸对脱粘阶段力-位移曲线的影响：(a) µ̄ms = 1，µ̄mv = 0；
(b) µ̄ms = 0，µ̄mv = 1。图中彩色实心点和灰色实心点分别表示脱粘点和稳定零外力点

而当接触线两侧存在非对称表面弹性效应时，对应于不同的预拉伸，通过 πΓadRs所
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定义的无量纲脱粘力会发生显著变化。具体而言，当接触区域的表面弹性较大（µ̄ms = 1，

µ̄mv = 0）时，预拉伸的增大会使无量纲脱粘力减小，当预拉伸为 λ0 = 1.8时，无量纲

脱粘力可降至 0.1左右，如图5.6(a)所示；反之，当接触区域的表面弹性较小（µ̄ms = 0，

µ̄mv = 1）时，预拉伸的增大则会使脱粘力增大，当预拉伸为 λ0 = 1.8时，无量纲脱粘

力可达到 2.3左右，如图5.6(b)所示。值得注意的是，预拉伸增大时，脱粘点对应的薄

膜中心拉伸位移并不总是单调减小的，这是因为预拉伸作用不仅改变了薄膜刚度及变

形顺应性，也改变了薄膜的几何尺度。

(a) (b)

(c) (d)

图 5.7 非对称表面弹性条件下，预拉伸对脱粘点变形的影响：(a)非对称表面剪切模量 µ̄ms = 1，
µ̄mv = 0时，预拉伸对伸长比的影响，实线和虚线分别对应径向伸长比与环向伸长比；(b)
对应于 (a)的变形轮廓；(c) µ̄ms = 0，µ̄mv = 1时，预拉伸对伸长比的影响，实线和虚线

分别对应径向伸长比与环向伸长比；(d)对应于 (c)的变形轮廓

图5.7对两种情况下脱粘点的平衡构型进行了分析。预拉伸决定了薄膜整体的变形

幅度，尤其当预拉伸较大 λ0 ≥ 1.2时，不论对于接触区表面剪切模量更大（图5.7(a)）或

非接触区域剪切模量更大（图5.7(c)）的情况，薄膜在远离接触线的区域近乎等轴拉伸，

径向拉伸比仅在接触线附近发生较为明显的跳跃。该接触线应变集中现象由非对称的

表面剪切模量引发。当接触区域表面剪切模量更大时，该区域薄膜变形受到明显抑制，

表现出类似“刚性夹持”的特征，迫使非接触区域发生更大的变形，积累弹性能以满

足能量释放率条件，如图5.7(a)所示。这种“刚性夹持”机制也体现在整体的变形轮廓

中。如图5.7(b)所示，预拉伸增大使脱粘状态的接触面积和拉伸高度均迅速减小。而当

非接触区域表面剪切模量更大时，薄膜变形的径向分布更加均匀，接触区域能够发生
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更为充分的变形，如图5.7(c)所示。在该情形下，薄膜的平衡变形轮廓表现出明显的预

拉伸-表面弹性耦合特征，如图5.7(d)所示。具体而言，当预拉伸 λ0 ≤ 1.2时，薄膜整体

变形随预拉伸的增大而减小；而当预拉伸进一步增大时，薄膜变形反而呈现增强趋势，

且预拉伸越大，该效应越为显著。这种非单调变化来源于非接触区域近刚性约束下，预

拉伸对薄膜整体变形顺应性及几何尺度的调节。

图5.8对应于图5.6中零外力点的薄膜变形伸长比和变形轮廓，由图可知，二者随预

拉伸的变化规律与脱粘点相一致。

(a) (b)

(c) (d)

图 5.8 非对称表面弹性条件下，预拉伸对零外力点变形的影响：(a)非对称表面剪切模量 µ̄ms = 1，
µ̄mv = 0时，预拉伸对伸长比的影响，实线和虚线分别对应径向伸长比与环向伸长比；(b)
对应于 (a)的变形轮廓；(c) µ̄ms = 0，µ̄mv = 1时，预拉伸对伸长比的影响，实线和虚线

分别对应径向伸长比与环向伸长比；(d)对应于 (c)的变形轮廓

由上述分析可知，薄膜的表面弹性不仅会像体弹性模量一样影响其硬度，还会改

变接触线处的变形连续性条件，从而显著调控宏观脱粘响应。在理想界面假设下，界

面附近的局部非均匀应变被归为能量释放率的应变修正项，如方程(5.71)所描述。然而，

为了更清晰地揭示脱粘物理机制，并便于实验上对表面弹性参数进行表征，可将上述

应变修正项移至界面能中考虑，从而使得能量释放率回归到纯粹“界面驱动力”的概

念，即

G = τr,O(1− cosθc) = Γad − τstrain
r,O (

λr,O

λr,I
−1)− estrain

I + estrain
O

λr,O

λr,I
(5.72)

此时，方程右侧可理解为有效界面能 Γad + f (λr,I,λr,O,λθ )。在预拉伸较大的情况下，体
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系整体变形由预拉伸主导，界面弹性对变形场的影响主要体现在局部修正上，因此可

近似认为 λr,O ∼ λr,I ∼ λθ ∼ λ0。将方程(5.72)所示的有效界面能代入经典薄膜-刚性球体

脱粘力表达式，并结合预拉伸主导下的薄膜伸长比关系，可得到考虑非对称表面弹性

效应的无量纲脱粘力理论预测公式：

F = 1+
f (λ0)

Γ̄ad
= 1+

µ̄mv − µ̄ms

2

(
2+

1
λ 6

0
− 3

λ 2
0

)
(5.73)

该方程中，变形幅度完全由预拉伸比 λ0决定；而非对称表面剪切模量通过差值 µ̄mv− µ̄ms

线性进入表达式，直接控制能量修正项的幅值与符号。通过方程(5.73)可得到不同预拉

伸及表面剪切模量对应的脱粘力，与数值计算结果对比，如图5.9所示。理论预测与数值

结果吻合良好，表明方程(5.73)能够有效捕捉表面弹性对脱粘行为的主要影响机制。这

一结果为通过压痕实验反演软凝胶等材料的表面弹性参数提供了潜在的理论基础。

图 5.9 不同预拉伸与表面剪切模量下的薄膜脱粘力。实线和散点分别表示理论预测公式与数

值计算的结果

5.5 本章小结

本章在第四章的基础上，对薄膜界面接触问题进行了系统拓展。首先，建立了包含

可动边界的固体接触变分理论框架，将体系的一阶变分分解为由材料变形引起的场变

分与由积分域变化引起的几何变分。其中，场变分在大变形条件下可转化为梯度形式，

并进一步表示为域内薄膜张力的散度项及接触线处的张力贡献；几何变分则对应于接

触线处的边界能量项。基于该统一框架，可针对不同接触问题选取相应的能量函数与

自然边界条件，从而系统地导出域内平衡方程及接触线处的平衡条件。

在此基础上，将该变分理论应用于任意形状薄膜与刚体之间的黏附接触问题，结
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合接触线位置变分的几何约束对变分结果进行处理，得到薄膜的变形控制方程以及接

触线处的界面张力与能量平衡条件。进一步结合能量释放率的物理意义，将接触线条

件转化为薄膜-刚体界面剥离的能量判据。由于上述平衡条件来源于总能量对构型扰动

的一阶变分为零，该理论框架亦可自然推广至含有固液界面的接触问题。

针对轴对称悬浮薄膜与刚性球体的接触体系，考虑 neo-Hookean 薄膜弹性及表面

弹性，采用打靶法对控制方程进行了数值求解。结果表明，非对称表面弹性会导致接触

线处径向伸长比的非连续条件，从而使脱粘力偏离经典结果 πΓadRs。在预拉伸主导的

大变形条件下，对上述偏离机制进行了定量分析，通过引入有效界面能的概念，建立了

脱粘力的理论预测公式。该表达式与数值结果吻合良好，能够较好地预测不同预拉伸

与表面弹性参数下的脱粘行为。本章的研究为基于压痕实验反演软凝胶表面弹性参数

提供了新的理论依据。
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第六章 结论与展望

6.1 论文工作总结

薄膜材料在微纳制造、柔性机器人及脑机接口等领域广泛应用。伴随其尺寸、形状

与功能的精细化调控，薄膜力学研究具有重要的基础性意义，为预测性能、指导设计以

及拓展应用提供了理论基础。结合能量变分和非线性力学分析，本文系统研究了薄膜

润湿、压痕、黏附及表面弹性效应等经典表界面问题，揭示了薄膜在弹性与表界面耦合

作用下的非线性力学响应机制，主要成果总结如下：

(1)弹性薄膜的非线性润湿理论。本研究在 Föppl-von Kármán理论框架下建立了薄

膜非线性润湿模型，结合动边界条件与能量最小化原理推导了体系的平衡条件，实现

了空间变化下薄膜张力场与变形场的求解。在此基础上，引入可弯曲性无量纲数 β 和

可变形性无量纲数 λ 构建润湿行为演化机制，系统阐释了薄膜的弯曲、拉伸等内禀效

应与液滴毛细、重力等外界效应共同作用下的非线性润湿行为。该模型可为柔性电子

器件、微流控界面设计或自清洁表面优化提供理论指导。

(2)薄膜弹性毛细效应的实验与理论。本研究基于对薄膜面外变形中弹性与毛细作

用耦合机制的理解，设计了薄膜与不同介质接触的压痕实验，将薄膜弹性毛细效应转

化为可量化的力学响应，从而实现了对固液界面作用的有效表征。建立了考虑表面张

力的压痕理论模型，对实验结果进行解释，并根据实验测得的界面能量差异表征了石

墨烯的亲水性。该工作可为界面张力驱动的执行器、传感器设计等提供参考。

(3)非线性弹性薄膜黏附理论。经典黏附理论难以直接描述具有显著非线性变形的

薄膜体系。针对这一问题，本研究系统分析了不同本构关系与变形特征下的薄膜非线

性黏附行为。对于肥皂薄膜，给出了最小曲面方程的解析解答；对于无矩薄膜，强调了

Föppl-von Kármán理论框架下一致性几何非线性描述的重要性；对于超弹性薄膜，讨论

了薄膜尺寸、预拉伸、黏附能及表面张力等作用对其黏附行为的影响。结果表明，薄

膜与刚性球体之间存在大小为 πΓadRs的稳定脱粘力，且仅由界面黏附能与球体尺寸决

定。该工作提出的薄膜界面力学理论摆脱了对材料本构关系、薄膜厚度、残余应力等复

杂因素的依赖，为电子器件、生物医学等领域中薄膜材料界面性质的准确测量提供了

理论方案。

(4)非线性弹性薄膜表界面问题的变分理论。本研究建立了非线性弹性薄膜表界面

问题的一致性变分框架，将表面弹性纳入分析。以任意形状薄膜与刚体的接触情形为例

进行了详细变分推导，得到了薄膜变形平衡方程与接触线平衡条件，其中，能量平衡条

件可统一解释为 Eshelby构型力守恒与 Griffith判据在二维薄膜界面问题中的推广。该
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变分理论框架可自然延拓至含固液界面的情形。基于具体的轴对称模型，分析了表面

弹性效应对薄膜脱粘行为的影响，提出了适用于预拉伸大变形的非稳定脱粘力理论预

测公式。结合该公式与可调控的预拉伸条件，可为软凝胶等柔性材料表面弹性效应的

实验表征提供一种理论框架。

6.2 未来研究展望

本文针对弹性薄膜的非线性力学以及表界面效应进行了一系列工作，在本文内容

的基础上，后续工作可进一步拓展至动力学接触问题、更复杂的界面类型、更具物理真

实性的研究方法，以及更贴近实际应用的方向，具体包括但不限于以下几个方面：

（1）动力学润湿与软润滑问题。未来可以在静态润湿的基础上，将液体黏性耗散与

接触线摩擦等动态因素纳入模型，从而更真实地描述接触线运动和接触角变化。同时，

当薄膜与其他物体接触且界面存在流体介质时，界面流体的运动会与材料的弹性变形

相互作用，形成软润滑问题。未来可通过耦合流体润滑和薄膜弹性方程，分析流体压

力、薄膜形变和界面效应的相互影响，以帮助理解润滑失效、局部不稳定以及接触线动

力学之间的关系。

（2）多物理场耦合界面行为。未来的研究可以在现有表界面力学框架基础上，引入

热场、电场以及化学作用等多物理因素，探讨它们对界面行为的影响。具体可考虑界面

能对温度、电势和化学势的依赖关系，建立包含热弹性、电润湿和化学相互作用的能量

表达式，从而描述多物理场对界面能及黏附行为的调控机制。例如，可通过引入温度梯

度相关项，刻画热致界面能变化及由此产生的表面张力流动（Marangoni）效应。

（3）考虑范德华相互作用的黏附接触问题。本文所研究的液滴润湿模型、悬浮薄膜

与刚体黏附接触模型均可引入范德华相互作用，从微观尺度刻画界面能对接触形貌与

失稳条件的影响。进一步考虑多层及异质薄膜体系的接触问题，结合层间范德华作用

与模量失配效应，有望系统建立分层、起皱及局部脱粘等界面失稳模式的标度关系，并

揭示其内在调控机制。

（4）机器学习辅助的多体接触问题。在现有单体介质与薄膜接触研究的基础上，进

一步考虑更为复杂的多体接触行为，如多液滴协同润湿及多刚体黏附接触。针对多体

系统中存在的强非线性耦合与复杂界面演化，可引入机器学习方法，构建数据驱动或

物理约束的预测模型，实现多体接触构型下力学响应的高效预测，并辅助揭示其内在

机理。

（5）面向实际应用的薄膜表界面力学研究。上述几方面展望针对于具体的力学问

题，此外，本文侧重表界面效应的力学机理研究，相关机理潜在应用于柔性电子器件、

微流控、生物医学等领域，未来研究可将理论与实际应用相结合，实现薄膜材料的功能

化演示。实际应用场景中往往包含非轴对称几何、材料各向异性、大变形、复杂边界以
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及多物理场耦合等问题。为解决这些问题，数值方面，可采用三维有限元或谱方法，将

动边界变分框架嵌入数值求解器中，并利用自适应网格技术处理局部大变形区域。理

论方面，可采用渐近或扰动分析，在边界或材料轻微非对称情况下，可基于轴对称解进

行扰动展开，为复杂问题提供初步理论指导；或针对具体边界条件，引入局部坐标系

或多尺度模型，将局部非对称效应映射到全局模型中，实现力学平衡与边界条件匹配。

实验方面，可通过微纳加工或柔性制造技术制备具有特定边界和几何形状的薄膜样品，

结合光学显微、高速成像或数字图像相关技术考察薄膜材料的形态演化和应力分布。
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